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12. WYKLAD 12: STRUKTURA ZBIORU ROZWIAZAN UKLADU ROWNAN.

Definicja 12.1. Niech F' bedzie ciatem, niech Uy bedzie uktadem jednorodnym m réownan liniowych o
n niewiadomych i wspotczynnikach z ciata F. Niech Uy bedzie podprzestrzenig F™ rozwigzan uktadu Uy.
Kazdg baze Uy bedziemy nazywaé ukltadem fundamentalnym rozwigzan ukiadu Uy, a kazde przedsta-
wiente parametryczne Uy rozwigzaniem ogélnym uktadu Uj.

Niech U bedzie ukiadem m réownan lintowych o n niewiadomych i wspotczynnikach z ciata F'. Niech
W bedzie warstwq podprzestrzeni przestrzeni F™ wyznaczong przez rozwigzania uktadu U. Kazde przed-
staunenie parametryczne W nazywamy rozwigzaniem ogélnym ukladu U.

Twierdzenie 12.2. Niech F' bedzie ciatem, niech U < F™ bedzie wyznaczona przez rownanie ayxy+. . .+

anxn, =0, dla pewnych aq, ..., a, € F nie wszystkich rownych zeru. Wowczas U jest hiperplaszczyzng.
Dowdd. Zatézmy, ze a; # 0. Wowcezas €1 ¢ U, a wiec dimU < n—1. Ponadto e; — Z—fel, €3 — Z—fel, ey €Ep—
‘;—?61 € U i wszystkie te wektory sa liniowo niezalezne. O

Whniosek 12.3. Niech F' bedzie cialem, niech U < F™ bedzie wyznaczona przez uktad m réwnan jedno-
rodnych o n niewiadomych. Wowczas dimU > n — m.

Dowod. Wynika wprost z Twierdzen 12.2 1 11.18. O
Twierdzenie 12.4. Niech F' bedzie ciatem, niec U < F™ bedzie hiperptaszczyzng. Wowczas U jest
WYzZNaczona przez rownanie a1ry + ...+ a,r, = 0, dla pewnych ay, ..., a, € F nie wszystkich rownych
zeru.

Dowdéd. Zalézmy, ze (aq, ..., a,_1) jest baza podprzestrzeni U. Niech

Q; = [ail,...,am], dlaie {1,...,71- 1}
Rozwazmy uktad rownan

a1T1 + ...+ 1Ty = 0

a21x1+...+a2n:cn:0
o -

ap—-1,171 + ...+ Ap—1nTn = 0

i niech Uy oznacza podprzestrzen rozwiazan uktadu Uy. Wobec Wniosku 12.3 dimUy >n— (n—1) =1,

niech zatem 6 # [by,...,b,| € Uy. Podprzestrzein W wyznaczona przez réwnanie byzy + ... + bz, = 0
jest hiperptaszczyzna wobec Twierdzenia 12.2. Ponadto, wobec okredlenia [by, ..., b,], aq,...,cn_1 € W
i tym samym U = lin(aq, ..., a,—1) C W. Poniewaz dim U = dim W = n —1 oznacza to, ze U = W. O

Whniosek 12.5. Niech F' bedzie ciatem, niech U < F™ bedzie podprzestrzenig k-wymiarowq. Wowczas U
jest wyznaczona przez przez uktad ztozZony z n — k, ale nie mniej, jednorodnych rownan liniowych.

Dowdd. Wynika wprost z Twierdzenia 12.6 i Wniosku 11.19. 0

Twierdzenie 12.6. Niech F bedzie cialem, niech Wy, ..., W) < F™ bedq hiperptaszczyznami. Niech
l; = 0 bedzie rownaniem hiperplaszczyzny W, l; € Fplxy, ..., x,], i € {1,...,k}. Wowczas dim(W; N
L NWe) =n—k wtedy @ tylko wtedy, gdy formy liniowe lq, . .., Iy sq liniowo niezalezne.

Dowaod. Zatdézmy, ze formy [q,...,[l; sa liniowo zalezne. Wobec Twierdzenia 10.3 jedna z tych form
jest kombinacja liniowa pozostatych — mozemy zatozy¢, ze [, jest kombinacjg liniowa form Iy, ..., l;_1.
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Wowezas uktady

: oraz
lp,=0 lke1 =0
maja identyczne zbiory rozwiazan, a wiec Wy N...N Wy =Wy N...N Wi_1. Wobec Twierdzenia 11.18,
dm(WiNn...NnWyq)>n—k—1=n—k+1>n-—Fk, wiec dim(W;N...NnWy) > n — k. Wobec
Twierdzenia 11.18 i prawa kontrapozcyji udowodniliémy zatem, ze jezeli dim(W7N...NWy) =n—k, to
formy [y, ..., [l sa liniowo niezalezne.

Zalozmy, ze formy [y, . . ., [y sa liniowo niezalezne. Uktad ([, . .., lx) uzupetniamy do bazy (I1, ..., lg,...,1,)

przestrzeni liniowej Fj,[x1,. .., 2,]; form liniowych n zmiennych. Niech W; bedzie hiperptaszczyzna wy-
znaczong przez roéwnanie [; = 0,7 € {1,...,n}.

Pokazemy, ze Wi N...NW, = {0}. Poniewaz ly, . ..,[, generuja przestrzen F,[xq, ..., z,]1, wiec formy
Z1,...,%, sg kombinacjami liniowymi form [y, ...,[,. Tym samym kazdy wektor bedacy rowigzaniem
uktadu

ll =0

l,=0
jest tez rozwiagzaniem uktadu x; = 0,...,x, = 0, a wiec WiN...NW,, C {0} i tym samym WiN...NW,, =

{0}
W szczegblnosei dim(Wy N...NW,,) = 0. Poniewaz dim(Wy 1 N...NW,) > n— (n—k) = k, wiec
wobec Wniosku 11.15
0 = dim(Win...nW,) >dim[(WiNn...0W) N (Wi N...NW,)]
dim(Wiyn...nWy) +dim(Wi N...N W) —n
dim(Wyn...NnWy) + k —n,

czyli dim(WiN...NWy) < n—Fkitym samym, wobec Twierdzenia 11.18, dim(WyN...NWy) =n—Fk. O

>
>

Whiosek 12.7. Niech F bedzie cialem, niech ly, ... I € Fylz1,...,x,]1, niech U < F™ bedzie podprze-
strzenig wyznaczong przez uktad réwnan

ll == 0
U : |
Iy = 0.
Wowczas dimU = n — dimlin(ly, ..., k)
Dowdd. Niech dimlin(ly,...,l;) = r iniech l;,...,l; bedzie maksymalnym liniowo niezaleznym pod-
zbiorem {ly,...,l,}. Wowczas U jest wyznaczona przez uktad
lil = 0
lir. = 0

i wobec Twierdzenia 12.6 dimU =n —r =n — dimlin(ly,...,1,). O
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Definicja 12.8. Niech F' bedzie ciatem. Niech A = [a;;] € M) (F). Oznaczmy 3; = [ ai ... Qip ], dla
i€ {l,...,m}, tak aby
B
A=
B

Oznaczmy ponadto:

ai;

aj = : , dlaje{l,...,n},

Amj
tak aby A= [ ar|...|ay |. Liczbe dimlin(B, ..., B,,) nazywamy rzedem wierszowym macierzy A,
a liczbe dim lin(ay, . . ., ay,) nazywamy rzedem kolumnowym macierzy A.

Twierdzenie 12.9. Niech F' bedzie cialem, niech A = [a;;] € M)\(F). Rzqd kolumnowy macierzy A
rowny jest jej rzedowi wierszowemau.

Dowdéd. Oznaczmy f3; = [ i1 ... Qip ], dlai € {1,...,m}, tak aby
b
A= :
B
oraz
57
aj; = : ,dlaje{l,...,n},
Qmyj
tak aby A = [ oo } Podprzestrzen Z(aq,...,«a,) przestrzeni F" jest identyczna z podprze-

strzenia rozwigzan uktadu
a1+ ...+ a1,Ty = 0

Amp1T1 + ...+ Gppxy, = 0.
Wobec Twierdzenia 11.13:
dim Z(aq,...,a,) =n —dimlin(aq, ..., a,).
Wobec Wniosku 12.7:
dim Z(ay,...,a,) =n —dimlin(ly, ..., 1,),

gdzie l; = ajnxy + ...+ iy, € Fyplzy, ... x,]1, dlad € {1,...,m}. Przeksztalcenie ¢ : Fy[z1,...,2,]1 —
F" dane wzorem
dlcrxr + ...+ cpmy) = [e1, ., 0

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, a wiec dimlin(ly, ..., l,) = dimlin(3, ..., Bn). Reasumujac:
n —dimlin(ay, ..., q,) =dim Z(aq, ..., qa,) =n—dimlin(ly, ..., L,) =n—dimlin(G,. .., Bn),
a wiec dim lin(aq, . .., a,) = dimlin(Gy,. .., Bn). d

Definicja 12.10. Niech F' bedzie ciatem, niech A = [a;j| € M) (F). Wspélng wartosé rzedu kolumnowego
i rzedu wierszowego macierzy A nazywamy rzedem macierzy A i oznaczamy r(A).
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Whiosek 12.11. Niech F bedzie cialem, niech A = [a;;] € M)} (F). Wartosé r(A) nie ulegnie zmianie,
jezeli na kolumnach lub wierszach macierzy A wykonamy operacje elementarne typu 1, 2 lub 3.

Przyktad:

(1) Powyzszy wniosek daje praktyczna metode znajdowania rzedu macierzy: najpierw sprowadzamy
przez operacje elementarne dang macierz do postaci trojkatnej, a nastepnie zliczamy niezerowe
wiersze lub kolumny. Dla przyktadu obliczymy rzad macierzy

1121
3145
A=1761 9
113 4
Mamy kolejno:
1121 1 1 9 1
. 31 4 5 w2—3w1 o 0 —2 —2 2 w22(—2)
r(4) = 1176 1 2 ws — Twy, 0 —1 ~13 —5
1 1 3 4 Wy — W1 0 0 1 3
ko — ki ks — 2k ks — Ky
1 0 0 0 1 0 0 0
_ () 0o 1 1 -1 B 0 1 1 —1
- 0 —1 —13 =5 | w3+ ws =7 0 0 —12 —6 ws |
00 1 3 0 0 1 3 wy 1
hes — ko Ky + Ky
10 0 0 100 0
B 01 0 0 _|]o1oo .
~"{1oo 1 3 - 001 3 =
00 —12 —6 wy + 12ws 00 0 30
1 0] 0 0
. 0 1 0 0 .
gdyz wektory ol lol 111 5 (lub, symetrycznie, [1,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,1,3],
0 0] [o 30

[0,0,0,30]) sa liniowo niezalezne.
Whiosek 12.12. Niech F bedzie cialem, niech A = [a;;] € M (F). Wéwczas r(A) = r(AT).

Whniosek 12.13. Niech F' bedzie ciatem, niech

a1+ ...+ a1y = 0
Z/{(]:

Amp1®1 + ...+ Gy, =0
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bedzie uktadem m jednorodnych réwnan lintowych o wspotczynnikach z ciata F', niech

a1 a19 ... Qp

A=
Am1 Am2 ... Amp

niech Uy < F™ bedzie podprzestrzeniq rozwigzan uktadu Uy. Wowczas

dim Uy = n — r(A).
Dowdd. Wynika wprost z przyjetych definicji i z Wniosku 12.7. U
Whniosek 12.14 (twierdzenie Kroneckera-Capelliego). Niech F' bedzie ciatem, niech

a1121 + ...+ a1ty = bl a1121 + ...+ a1,Ty = 0
U:<: oraz Uy :
Am1T1 + ...+ QG Xy, = by A1 T1 + .+ F Qppxy = 0,
bedqg uktadami m réownan lintowych o wspotczynnikach z ciata F' 1 m jednorodnych rownan liniowych o
wspotczynnikach z ciata F otrzymanym z rownan ukiadu U przez zastgpienie prawych stron zerami, niech
a1 a1 ... Qip bl a1 12 ... Qip
A= : STl : oraz Ag = : ST )
Am1 Am2  --. Omn bm Am1 Am2 ... Omn
niech Uy < F™ bedzie podprzestrzeniq rozwigzan uktadu Uy. Wowczas uktad U ma rozwigzanie wtedy
i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ag). Ponadto jesli uktad U ma choc jedno rozwigzanie, to wéwczas zbidr

wszystkich rozwigzan jest warstwg podprzestrzeni Uy, przy czym dimUy = n — r(A). W szczegdlnosci
uktad ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ay) = n.

Dowdéd. Wystarczy udowodnié, ze uklad ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(A4g) —
pozostale tezy twierdzenia wynikaja z Twierdzenia 10.7 i Wniosku 12.13. Oznaczmy

ayj bl
a; = : ,dlaje{l,...,n}, oraz o = | : |,
CLmj bm
tak, aby A= o |... | a, | 8 ]. Uklad U mozemy zapisaé¢ wektorowo jako

Uy : T10q0 + ... + xp0, = 0.

Elementy aq, ..., a, € F sa rozwigzaniem uktadu U, wtedy i tylko wtedy, gdy a1 + ... + a0, = 3, a
zatem wtedy i tylko wtedy, gdy 5 € lin(ay, ..., a,), a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy lin(aq, ..., a,) =
lin(ay, ..., a,, 0), a zatem wtedy i tylko wtedy, gdy dimlin(aq, ..., a,) = dimlin(aq, ..., a,, 3) (jako
ze lin(aq, ..., ap) Clin(ag, ..., an, 3)), czyli gdy r(Ag) = r(A). O

Twierdzenie 12.15. Niech F' bedzie ciatem, niech

a1121 + ...+ a1y = bl a1121 + ...+ a1,Ty = 0
U:<: oraz Uy :

A1 L1 + - ..+ QG Xy, = by A1 T1 + .+ . F Qppxy = 0,
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niech ponadto
a1 a19 P A1n bl a1 192 e Q1
A= : : : : oraz Ay = : : : -
Umi Qma - Qmn  bm Umi ma . Qmn

Wowezas uklad U jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ay).

Dowdéd. Wezesniej zauwazylismy (Wniosek 6.9), ze uklad sprzeczny nie ma rozwiazan, a zatem, wobec
twierdzenia Kroneckera-Capelliego, r(A) # r(Ap). Pozostaje sprawdzi¢, ze jesli uktad jest niesprzeczny,

to r(A) = r(A). Zalézmy, ze r(A) # r(Ap). Niech 8; = [ ag ... aw |, dlad € {1,...,m}, i niech
Bl = [ ai ... @y b ], dlai € {1,...,m}, tak aby
B B
Ag=| oraz A= |
Brm B
Niech ponadto
Q1 bl
aj; = : ,dlaje{l,...,n}, oraz § = N
Qmyj bm
tak, aby A = [ a1 ‘ ‘ Qy, ‘ I} } Wowezas:
dimlin(By, ..., Bm) = r(Ag) = dimlin(ay, ..., a,) < dimlin(ay, . .., a,, ) = r(A) = dimlin(8y, ..., 0,,),
a zatem r(Ay) < r(A). Istnieja zatem liczby naturalne iy, ..., i, takie, ze wektory 3; ,...,[; sa liniowo
niezalezne, a wektory f3;,,..., 3, sa liniowo zalezne. Tym samym istnieja ay,...,as € F' takie, ze
alﬁgl + ...+ asﬁgs # 0 oraz a1, + ...+ asfi, = 0.
Tym samym a5}, + ...+ a5, =[0,0,...,0,al, dla pewnego a # 0. Wobec tego mnozac i;-te réwnanie
uktadu U przez a;, dla j € {1,...,s}, a nastepnie dodajac tak zmodyfikowane réwnania stronami,

otrzymujemy 0 = a. U



