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10. WYKEAD 10: KOMBINACJE LINIOWE WEKTOROW.

Definicja 10.1. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F, niech A C V. Zbior wektorow A
nazywamy liniowo niezaleznym, jezels

Vm € NVuy,...,v, € AVay, ... a4y € Flayvy + ... + @y, =0 = ay = ay = ... = a,, = 0].
Jezeli dany zbior wektorow nie jest liniowo niezalezny, to mowimy, Ze jest liniowo zalezny.

Uwaga 10.2. Niech V bedzie przestrzenig liniowq nad ciatem F, niech A = {vy,...,v,}. Wowczas
zbior A jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vai,...,am € Flayv1 + ...+ vy, =0 = ag = ay = ... = a,, = 0].
Przyktady:
1
(1) Niech F' bedzie dowolnym cialem i rozwazmy przestrzen F®. Woéwczas wektory ¢, = | 0 |,
0
0 0
ea= 1|1 |ie3s= | 0 | sa liniowo niezalezne. Istotnie, ustalmy ay, as,as € F i zatézmy, ze
0 1
1 0 0 0
ai 0 “+ ag 1 + as 0 = 0
0 0 1 0

Oznacza to, ze ay, as, as jest rozwigzaniem uktadu:

1(11 + OCLQ + 0@3 =0
U:<0a;+ lag +0a3 =0
0(11 + OCLQ + 1@3 =0
Macierz wspotczynnikow lewych stron réwnan uktadu U jest réwna
100
A=101 0},
0 0 1
a jej wyznacznik det(A) = 1 # 0, a zatem wobec wzoréw Cramera uktad ten ma dokladnie jedno
rozwigzanie a; = ay = ag = 0.

1
(2) Niech F' bedzie dowolnym cialem i rozwazmy przestrzeti F3. Wowcezas wektory ¢, = | 0 |,
0
0 1
e&a=|1]|1i€e+e =] 1| sgliniowo zalezne. Istotnie:
0 0
1 0 1 0
1 O]l +1-[1]-1 1{=160
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Twierdzenie 10.3. Niech V' bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech vy, ..., v, € V. Wektory
V1, - U 8@ lindowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € {vy, ..., vy} bedgacy kombinacjg
liniowq pozostatych.

Dowdd. (=) : Zatézmy, ze vy, ..., v, sa liniowo zalezne. Wowczas istnieja skalary aq, ..., a,, € F takie,
ze

a1v1 + ...+ apv, = theta,

z ktorych przynajmniej jeden jest niezerowy. Powiedzmy, ze a; # 0. Wobec tego:

a9 [07%%%
V1 — ——Uy — — —Um
a ai
(<) : Zalézmy, ze jeden z wektoréw, powiedzmy vy, jest kombinacja liniowa vy, . .., Up,:

V1 = AoV + ...+ Ay Up,-
Woéwcezas 1- vy — agve — ... — a0, = 0 oraz 1 # 0. O

Twierdzenie 10.4. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech A C B C V. Wéwczas:

(1) jesli A jest liniowo zaleiny, to B jest liniowo zalezny;
(2) jesli B jest liniowo niezalezny, to A jest liniowo niezalezny;
(3) jesli A jest liniowo zaleiny, to istniejg wektory vy, ..., vy, € A, ktére sq liniowo zalezne.

Definicja 10.5. Niech V' bedzie przestrzenig liniowg nad cialem F, niech U < V. Warstwg wektora
v € V wzgledem podprzestrzeni U nazywamy zbior

v+U={v+w:weU}

Zbior wszystkich warstw oznaczamy przez V/U.

Przyktlad:

(3) Rozwazmy cialo Zsz i przestrzenn Z3. Sprawdzamy, ze

=[]

jest podprzestrzenia przestrzeni Z32, zas sama przestrzen Z3 sklada si¢ z nastepujacych wektorow:

(LML L Ly
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Warstwy podprzestrzeni U to:

Ll = A e)  [R )
AR
oo = (S [1] (2]}
o= BRG]
%w{{m;usm

Zatem Z3/U = {U, Wy, Ws}.

Twierdzenie 10.6. Niech V' bedzie przestrzenig lintowq nad ciatem F', niech U < V. W zbiorze warstw
V/U definiujemy dodawanie:

w+U)+(w+U)=@w+w)+U
oraz mnozenie przez skalar a € F':
a-(v+U)=(a-v)+U.
Wowczas (V/U, F,+,+) jest przestrzeniq liniowg. Nazywamy jg przestrzenia ilorazowa.

Prosty dowdd pozostawiamy czytelnikowi jako éwiczenie.
Przyktad:

(4) Odwotujac sie do poprzedniego przyktadu, rozwazmy przestrzen ilorazowa Z3/U = {U, Wy, Wy},

o= {[] [ [2))
v {[ )T = {0 5] 2T

oraz
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Sprawdzamy, ze, na przyktad:

e ([3]0)+ (2] 0
(][] [2] oo

Twierdzenie 10.7. Niech F' bedzie ciatem, niech m,n € N i rozwazmy uktad réwnan o wspotczynnikach
z ciata F':

a11r1 + ...+ anT, = b1

911 + ... + AonTy = bg

U:
A1 T1 + oo F ATy, = by,

Niech ponadto Uy bedzie uktadem jednorodnym powstatym z U przez zastgpienie prawych stron réwnan
Zerams:

apnxy+ ...+ appr, =0
a21$1+...+a2n$n:0
o -

Ap1T1 + ...+ Cpnxy, = 0.

Wowezas zbior rozwigzan Sol(U) jest warstwg podprzestrzeni rozwigzar ukladu jednorodnego U = Sol(Up)
w przestrzent F™.

1 Y1
Dowdd. Niech : oraz : beda rozwiazaniami uktadu Y. Pokazemy, ze
Tn Yn
1 Y1 L1 — Y1
- | = : € U = Sol(Uy).
Ln Yn Tn — Yn

Ustalmy i € {1,...,m}. Wowczas:

an(x1 — y1) + (T2 — y2) + . .. + ain (@0, — Yn)
(@i + aipxo + ...+ Qin®y) — (@Y1 + @i2y2 + . .. + QinYn)
= bi—b; =0.

1 Y1 1 Y1
Oznacza to, ze : € : | +U. Wobec dowolnosci |, oznacza to, ze Sol(U) C | +U.
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Y1 21 Y1+ 21 Y1 21

Dla dowodu drugiej inkluzji ustalmy | @ [+| @ | = : € | +U,gdzie | ¢ | €U.

Ustalmy i € {1,...,m}. Wowczas:
ain (Y1 + 21) + @Yo + 22) + ... + @in(Yn + 20)
(aiys + aioyo + ..+ QinYn) + (@121 + Ginza + ...+ Ginzn)
= b +0=0b;,
hn 21 n
azatem | @ |+ | ¢ | €Sol(U)itymsamym | : [ +U C Sol(Ud). O
Yn Zn Yn
Uwaga 10.8. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V.
(1) Zbior
U+ U; = {Ul + Uy U € Ul,UQ S UQ}
jest podprzestrzeniq przestrzeni V.
(2) Zbior
U1+U2++Un:{u1+u2++unu1 EUl,’LLQGUQ,...,’LLnEUn}
jest podprzestrzeniq przestrzeni V.
Dowdd. Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega analogicznie. Ustalmy uy + ug, v} + u), €
Uy + Us, gdzie uy,u) € Uy oraz ug, uy € Uy. Wowezas:
(ug + ug) + (uy + uy) = (ug + ) + (uz + ub) € Uy + Us.
—_— Y
cUy cUsz

Ponadto dla a € F':

a(uy + ug) = (auy) + (aug) € Uy + Uy
N
clUy €Uz

O

Definicja 10.9. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem F', niech Uy, ... U, < V. Podprze-
strzen Uy + Uy nazywamy suma podprzestrzeni U, i Us, podprzestrzen Uy + . ..+ U, nazywamy sumq
podprzestrzeni Uy, . .., U,.

Przyktad:
(5) Rozwazmy przestrzen liniowa V' ijej podprzestrzenie U = lin(uy, ..., u,) oraz W = lin(wy, . .., wy,).
Wéwezas:
veU+W & v=ut+worazuelUweW

& v=utworazu=aus + ...+ ayu,, w=bywis + ...+ bW,
dla pewnych aq,...,a, € F,by,..., by, € F

S v=aur F ..+ A, F ywy + .+ bWy,
dla pewnych aq,...,a,,b1,...,b, € F

S velin(ug,. .. Uy, W, . .. Wy).

A zatem lin(uy, ..., u,) + lin(wy, ..., wy) = lin(uy, ..., Uy, Wy, ..., Wy).
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Uwaga 10.10. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, < V.
(1) Nastepujgce dwa warunki sqg réwnowazne:

(a) U1 N U2 = {9},
(b) jesli uy 4+ ug = vl + v, gdzie uy, vy € Uy, ug,uhy € Uy, to uy = uf oraz us = .
(2) Nastepujgce dwa warunki sq réwnowazne:
@) UnNnWU+...4+U1+Up+...+U,) =10}, dlai e {1,...,n},
(b) jesliuy +ug+ ...+ u, =u) +ub+...+ul, gdzie u;,u; € Ui, dlai € {1,...,n}, to u; =ul,
dlaie{l,...,n}.

Dowdd. Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowod czesci (2) przebiega analogicznie. Zalézmy, ze Uy N Uy = {0}
i niech uy + ug = u) + uj, dla pewnych uy,u) € Uy, ug, uhy € Uy. Wowezas Uy 5 up — u) = uh —ug € Uy i
skoro U; N Uy = {0}, wiec uy — v} = 0 oraz uh — uy = 6, a stad u; = u) oraz ug = uj.

Na odwrot, zatézmy, ze jesli uy 4+ ug = u} +ub, gdzie uy, v} € Uy, ug, uly € Us, to uy = uf oraz us = ul.
Ustalmy v € Uy N Uy. Wowcezas:

u=_u + 0 =60 + u
~— M~ ~— =~
(S cUs el €Uz
a zatem u = 6. O

Definicja 10.11. Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ciatem F, niech Uy, ..., U, < V. Jeieli
V = Uy + Uy oraz spelniony jest jeden z dwéch réwnowaznych warunkéw Uwagi 10.10 (1), to mowimy,
ze V' jest suma prosta podprzestrzeni Uy i Us, co oznaczamy przez V.= Uy @& Us. Podprzestrzen U,
nazywamy wtedy dopetnieniem liniowym podprzestrzens U, .

Jezeli V.= Uy + Uy + ... + U, oraz spetniony jest jeden z dwdéch réownowaznych warunkéw Uwagi
10.10 (2), to mowimy, ze V jest suma prosta podprzestrzeni Uy, Us, ..., U,, co oznaczamy przez V =
UiaUsd...eU,.

Uwaga 10.12. Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad ciatem F', niech Uy, ..., U, <V 1 niech V =
UeoU,®...0U,. WowczasV 2U; x Uy x ... x U,.

Dowdéd. Zdefiniujmy odwzorowanie f : V — U; x Uy X ... x U,, wzorem
flur +ug+ .o+ uy) = (ug, ug, . .., Up).

Sprawdzenie, ze jest to dobrze okreslony izomorfizm pozostawiamy czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.

O



