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8. WYKLAD 8: WYZNACZNIKI.

Definicja 8.1. Niech A € M(F) i niech A;; oznacza macierz powstalg z A przez skreslenie i—tego
wiersza 1 j—tej kolumny. Wyznacznik macierz A definiujemy indukcyjnie w oparciu o rozwiniecie
Laplace’a wzdtuz pierwszego wiersza macierzy A:

[ det([au]) = a1,

® det(A) = a11 det(AH) — a12 det(A12) + ...+ (_1)1+n det(Aln)
Zamiast det(A) piszemy tez |A|. Pojawiajgce sie w definicji wyznaczniki det(A;;) nazywamy minorami
macierzy A.

Przyktad:
(1) Niech A = [ i } Woéwezas:
Q21 (22
det(A) = A11Q22 — A12Q921.
aip Gr2 a3
(2) Niech A = o1 Q922 A23 . Wowezas:
Q31 as2 dass
det(A) = a11(a22a33 - a23a32) — a12 (a21a33 - CL23CL31) + CL13(CL21€L32 - a22a31)-
Wzor ten stosunkowo tatwo jest zapamigtaé stosujac schemat Sarrusa: powigkszamy macierz
A jeszcze raz przepisujac jej dwie pierwsze kolumny:

aj; Q2 Q13 ai; a2
A1 Q22 Q23 QA21 22 )
a31 Q32 33 aA31 A32

a nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wszystkich tréjek czynnikow lezacych na przekatnych
biegnacych z lewego gérnego do prawego dolnego rogu oraz odejmujemy iloczyny trojek z prze-
katnych biegnacych od prawego g(’)rnego rogu do lewego dolnego:

a1 a12

a\lﬂl,}{/
/k«ib&\

i w rezultacie otrzymujemy:

det(A) = ai1a0a33 + a12a23a31 + A13021 032

— Q13G22031 — 411023032 — G12021033.
Widzimy, ze obliczanie wyznacznikéw wprost z definicji jest mato ekonomiczne z obliczeniowego punk-
tu widzenia: obliczenie wyznacznika macierzy stopnia 3 wymaga obliczenia 3 wyznacznikow macierzy
stopnia 2, obliczenie macierzy stopnia 4 wymaga obliczenia 4 wyznacznikéw macierzy stopnia 3, a za-

tem 12 wyznacznikow macierzy stopnia 2 itd. W praktyce wyznaczniki obliczamy stosujac odpowiednie
operacje elementarne na wierszach i kolumnach macierzy.

Twierdzenie 8.2 (o wyznaczniku macierzy tréjkatnej). Niech A = [a;;] € M} (F) bedzie macierzq
tréjkatna, a zatem takq, Ze a;; =0, gdy i < j. Wowczas

det(A) =aj1-as ...  apy-
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Dowaéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista, zalézmy wiec, ze
A = [a;;] € M]}(F) jest macierza trojkatna i ze wyznacznik kazdej macierzy trojkatnej stopnian—1>1
rowny jest iloczynowi wspotrzednych na gltownej przekatnej. Wowcezas:

a1 0 0 N 0 0
as; a 0o ... 0 0
det(4) = | 7
Gp1 Ap2 Gp3 ... App—-1 GOpp
929 0 Ce 0 0
= a1 - T —0- det(Alg) + ...+ (_1)n+10 . det(Aln)
Gp2 Ap3 ... OGpn—1 0Anpn
= a11°0Aa22 " ... Qpn
wobec zatozenia indukcyjnego. 0

Twierdzenie 8.3 (o wyznaczniku macierzy klatkowej). Niech A = [a;;] € M(F), B = [b;] € M (F),
C =lcjl € M}(F) i D = [d;;] € M]"(F). Niech ponadto

Qs gdy i <n,j <n,

A . s dyi<mn,j>n,

b= - = [ei;], gdzie e;j = Cinj geyr=mj ~n
DB di—n.j, gdyi>n,j<n,

bi—n,j—ru gdy i > n7j > n.

Wowcezas:

det(A) - det(B),

Dowdd. Udowodnimy cze$é (1), dowdd czesci (2) jest analogiczny i pozostawimy go jako ¢éwiczenie.
Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 i dowolnego m:

(—1)™ det(C) - det(D).

@|Q =@

a0 0o ... 0 0
din b bz ... bime1 bin

' g g ' - :11 Tl 12 . 17; 1 1 = ay; - det(B) = det(A) - det(B).
dml bml bm2 e bm,m—l bmm

Zaloézmy, ze dowodzony rezultat jest prawdziwy dla dowolnej liczby naturalnej m oraz n — 1 > 1. Niech
A = a;j] € M'(F), B = [bi;] € M?(F), D = [d;;] € M]*(F) i niech D; oznacza macierz powstata z D

przez wykreslenie j—tej kolumny. Wowczas:
Alo] < i | Ayle
] i8]
Poniewaz A,;; jest macierzg stopnia n — 1, wigc wobec zalozenia indukcyjnego:

j=1
Alj ("‘)
D; | B

) — det(Ay;) det(B),
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a stad:
A6 A | © - :
‘ D|B ‘ - Z D) ay; g ':Z(—l)wau det(Ay;) det(B)

j=1 J j=1

— (Z 1)'"*ay; det(Alj)> -det(B) = det(A) - det(B).

O

Twierdzenie 8.4 (o wyznaczniku macierzy transponowanej). Niech A = [a;;] € MP(F) i niech AT =
[b;j] € M}(F) bedzie macierzq transponowang do A, czyli zdefiniowang wzorem b;; = aj;. Wowczas

det(A) = det(AT).

Dowaéd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, gdyz
wowezas A = AT, Dla n = 2 twierdzenie wynika wprost ze wzréw podanych w Przyktadzie (1). Zalézmy,
ze twierdzenie jest prawdziwe dla n —1 > 2. Niech A = [a;;] € M (F'), niech A, j.;; oznacza macierz
powstata z A przez wykreslenie wierszy o wskaznikach ¢ oraz k, a nastepnie kolumn o wskaznikach j oraz
[. Wowcezas:

Z(—l)Hj@lj det(Ay;) = Z(—1)1+j@1j det(AlTj)
=2 =2
= (—1)1+ja1j (Z(—l)zﬂan det(Al,i;Lj>> = Z(—l)iﬂﬂaljau det (A1 i1,5)-
j=2 i=2 1,j=2
Podobnie:
D (1) an det((A")y) =Y (—1)Fag det(Ay)
=2 i=2
= Z(—l)IHCLn (Z(—1)2+ja1j det(Al,i;Lj)) = Z(—l)iﬂﬂaljail det (A1 i1,5)-
i=2 j=2 1,j=2
Wobec tego:
det(4) = Z(—1)1+ja1j det(Ay;) = Z(—1)1+ja1j det(Ay;) + ann det(Ar)
=1 =2
= Y (—1)"™a; det((AT)1;) + arg det((AT)11) = > (—1) T a; det((A")y;) = det(A").
1=2 i=1
O
Twierdzenie 8.5 (o liniowosci wyznacznika). Niech A = [a;;] € M?(F). Oznaczmy i = [ ain ... @i |,

dlai € {l,...,n}, tak aby

S
A= .

G2
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Niech ponadto A\, i € F oraz B, = [ a}y ... da, |. Woéwczas
[ B ] [ 6] [ O]
Bi Bi Bi-1
det ABi + up; = Adet ; + pdet !
Bit1 Bit1 Bit1
L B i i} !

Dowaod. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza jest oczywista. Zatézmy, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla wyznacznikow macierzy stopnia n — 1 > 1. Jezeli ¢ > 1, to teza wynika
wprost z zalozenia indukcyjnego i definicji wyznacznika. Zatézmy wiec, ze 1 = 1. Wowczas:

By + .
det L = Z(—1)1+j()\a1j + pay;) det(Ayj)
= A i(—l)lﬂalj det(Ay;) + p i(—l)lﬂcﬂlj det(Ay;),
=1 j=1
ABi + B B
gdzie A = L . Poniewaz A,; = ﬁ oraz Ay = ﬂ wiec
A ol ol
B i
Zn:(—l)lﬂalj det(Ay;) = det ﬁ oraz zn:(—l)lﬂa'lj det(Ay;) = det ﬁ
co konczy dowdd twierdzenia. O

Whiosek 8.6. Niech A = [a;;] € M} (F). Oznaczmy:

Q1
a; = : , dlaje{l,...,n},
Qpj
tak aby A = [ o ‘ ‘ oy, } Niech ponadto \, u € F oraz
a’lj
oz;- = :
a/

nj
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Wowczas:
det([ o ‘ ...‘ozj_l ‘ )\ozj—i—,uozﬂozjﬂ ‘ ...‘ozn D
= )\det([ (05] ‘ ...‘O[j_l‘Oéj ‘Oéj_,_l ‘ ‘Oén D—i—,udet([ (0%} ‘ ...‘aj_l‘a;‘ajﬂ ‘ ‘an ])
Dowd6d wynika wprost z Twierdzen 8.4 i 8.5.

Whiosek 8.7 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 2). Niech A = [a;;] € M) (F).

(1) Jezeli w macierzy A pomnozymy i—ty wiersz przez X € F, to wyznacznik det(A) réwniez nalezy
pomnozyc przez A € F.

(2) Jezeli w macierzy A pomnozymy j—tq kolumne przez X € F, to wyznacznik det(A) réwniez nalezy
pomnozyc przez A € F.

Twierdzenie 8.8. Niech A = [a;;] € MI(F). Oznaczmy B; = [ an ... aw |, dlai € {1,...,n}, tak
aby
S}
A= :
On

Jezeli B; = Bk, dla pewnych i,k € {1,...,n}, i # k, to wowczas det(A) = 0.

Dowdd. Mozemy bez straty ogolnosci zatozy¢, ze © < k. Dowod prowadzimy przez indukcje wzgledem n.
Jezelin = 2, to1 =1 oraz k£ = 2 i dowodzony wzor wynika wprost ze wzoru na wyznacznik macierzy
stopnia 2. Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy stopnia n — 1 > 2. Jezeli ¢ > 1 to teza
wynika wprost z zatozenia indukcyjnego i definicji wyznacznika. Zatézmy wiec, ze 1 = 1. Mozemy réwniez
zalozy¢, ze k = 2, jezeli bowiem k£ > 2, to na mocy udowodnionej juz czesci twierdzenia:

[ B ] [ 61 ] [ B ]
B + By 5 3
5o || 5o || G| |
det Bt O =0, det 3, = 0 oraz det 3, =0.
Brt1 Brt1 Brt1
e A e
Wobec Twierdzenia 8.5:
[ B ] [ 61 ] [ B ] [ 6] [ B ]
Bo + By B2 Ba B Br
o || B B B B
det m = det 52 —+ det 6k + det 62 —+ det ﬂk s
Brt1 Brt1 Brt1 Brt1 Brt1
N 5] o o 3.
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skad

det(A) = — det Ge1

Bn |
i tym samym wystarczy rozwazac¢ przypadek ¢ = 1 oraz k = 2. Oznaczmy przez A; 5., macierz powstalty
z A przez skreslenie dwoch pierwszych wierszy oraz kolumn o wskaznikach s i t. Wowczas:

det(A) = > (—=1)"ay; det(Ay;)
j=1
- Z(_l)HjGU <
j=1

n ' j— n ]
= Z(—1)1+]a1 < 1+SCL15 det(Al 2. s,])) + ( Z (—1)8&15 det(Al,g;j,5)>
j=1 1 s=j+1 i
= apapdet(Aio12) — anaigdet(Ay g13) + anaa det(Aron4) + ...+ (—1)"ar161, det (A 2,1.0)

14ty 14ty

)
ai2a11 det(Ag 2.12) + ar2a13 det (A 2.13) — ar2a14 det(Ay2.04) + ... + (—1)"a12a1, det (A 2:2.0)
)

1+8a25 det(Al,g;s,j)> + ( Z (_1)8025 det(Al,2;j,s)>

s=j+1

» M
I
= ,_.

,_.

s

144y

+ a13a11 det(Am;l,g — 13Q12 det(ALg;Lg) + 13014 det(A1,2;3,4) + ...+ (—1) a13Q1np det(A172;37n)

+ (—1)"aair det(Ar21.,) — (—1)"aia12 det(Ar200) + - . + @1na1n—1det (A 20-1,) = 0,

co tatwo zauwazy¢ dodajac do siebie kolejne wyrazy pierwszego “wiersza” i pierwszej “kolumny” w
powyzszej tablicy dodawan, nastepnie kolejne (poza pierwszymi) wyrazy drugiego “wiersza” i drugiej
“kolumny”, nastepnie kolejne (poza pierwszymi i drugimi) wyrazu trzeciego “wiersza” i trzeciej “kolum-
ny” itd. U

Whiosek 8.9. Niech A = [a;;] € M} (F). Oznaczmy:

57
a; = : , dlaje{l,...,n},
Qpj
tak aby A = [ o ‘ ‘ Q, } Jezeli a; = oy, dla pewnych i,k € {1,...,n}, i # k, to wéwczas det(A) = 0.

Dowod wynika wprost z Twierdzen 8.4 i 8.8.
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Whiosek 8.10 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 1). Niech A = [a;;] € M)} (F).

Oznaczmy 3; = [ a;i

Dowdd. Rozwazmy macierz B =

det B = det(A)+det

skad otrzymujemy teze.

P

Qi ], dlai e {1,...,n}, tak aby A =

Gi
Bt

det(A) = —det
5
B
Bi + B
Bis1
ﬁk.—l
Bi + By
Brt1
o
[ B
B
B
Bit1
+det :
Br—1
B
Brt1
B

+det

B

5
50
ﬁi-ﬁ-l

Ay
Bi
B+

B

Gi
Bt

. Wowczas

. Wobec Twierdzenia 8.5 det(B) = 0. Ponadto:

= det(A)+det

Gi
Bt




54

Whiosek 8.11 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 1). Niech A = [a;;] € M)} (F).
Oznaczmy:

57
aj = c |, dlaje{l,...,n},
Qpj
tak‘abyA:[al‘...‘an]. Wéwcezas
det(A):—det([ ozl‘...‘ozi_l‘ozk‘oziﬂ‘...‘ozk_l‘ozi‘ozkﬂ‘...‘an}).

Dowd6d wynika wprost z Twierdzenia 8.4 i Wniosku 8.10.
Whiosek 8.12 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 3). Niech A = [a;;] € M)} (F).

Oznaczmy Bi = [ ain ... aim |, dlai€{1,...,n}, tak aby
b
A= :
Bn
Niech A € F. Wowczas: _ )
i
Bi
det(A) = det :
B + ABi
[ O
Dowdd. Wystarczy zauwazyc¢, ze:
[ B ] [ 51 ] [ 51 ]
Bi Bi Bi
det : = det : + Adet : = det(A).
Br + AB; B Bi
L G | B | B

O

Whniosek 8.13 (o zwiazku wyznacznika z operacjami elementarnymi typu 3). Niech A = [a;;] € M)(F).
Oznaczmy:

57
aj = : , dlaje{l,...,n},
Qpj
tak aby A= [ ar|... |, |. Wowczas det(A) = —det ([ ar | ... | i | ... | ow+ A | ... | an ]).

Dowod wynika wprost z Twierdzenia 8.4 i Wniosku 8.12.
Przyktady:
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(3) Twierdzenie 8.2 wraz z Wnioskami 8.7, 8.10, 8.11, 8.12 i 8.13 daja praktyczna metode obliczania
wyznacznikéw: najpierw sprowadzamy danag macierz przez ciag operacji elementarnych do ma-
cierzy trojkatnej, a nastepnie mnozymy wyrazy na gtéwnej przekatnej. Dla przyktadu obliczymy
wyznacznik macierzy

Mamy kolejno:

det(A) =
1 0
0 1
= (_2) 0 —1
0 0
10
0 1
= 210 0
00

— =3 W

1
3
A= 7
1
1 21
1 4 5 Wo — 3w1
6 1 2 W3 — 7w1
1 3 4 wy — Wq
0 0
1 -1
—-13 -5 w3 + Wa
1 3
0 0
0 0
1 3
—12 —6 wy + 13w;3

= O = =

W =N

= DN Ot =

o O O

OO O o O O

OO = O

O = OO

1
-2

ko — kq

OO = O

0
0
3

w

0

2 1
—2 2 wy 1 (—2)
—13 -5
1 3
ks —2k1 ky— kK
0 0
1 -1
12 —6 ws |
1 3 W4y T
ks — ko ky+ ko

=2-1-1-1-30=060

Whniosek 8.14. Niech A = [a;j] € M)} (F'). Wowczas det(A) # 0 wtedy ¢ tylko wtedy, gdy macierz A jest
elementarnie rownowazna macierzy I,.

Dowod wynika wprost z Twierdzenia 8.2 wraz z Wnioskami 8.7, 8.10, 8.11, 8.12 1 8.13.

Podamy teraz trzy wazne rezultaty teoretyczne: uogélnienie drugiej czesci definicji wyznacznika (twier-
dzenie Laplace’a), zwigzek z uktadami réwnan (twierdzenie Cramera) i zwiazek z mnozeniem macierzy
(twierdzenie Cauchy’ego).

Twierdzenie 8.15 (rozwinigcie Laplace’a). Niech A = [a;;] € M} (F) i niech A;j oznacza macierz
powstalq z A przez skreslenie i—tego wiersza i j—tej kolumny. Wowczas

det(A)

det(A)

n

j=1

n

i=1

Z(—l)”jaij det(A;j), dla dowolnych i € {1,...,n},

Z(—l)”jaij det(A;;), dla dowolnych j € {1,...,n}.
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Dowdd. Udowodnimy pierwsza czes¢ twierdzenia, dowod drugiej czesci bedzie wynikal wprost z Twier-

dzenia 8.4. Oznaczmy f3; = [ i1 ... Qip }, dlai € {1,...,n}, tak aby
Sl
A= :
Bn
Jesli i = 1 to teza twierdzenia wynika wprost z definicji wyznacznika. Zatézmy, ze ¢ # 1. Niech:
S
b
A= By
Bit1

Wowezas A;; = A); oraz, stosujac kolejno i — 1 razy Wniosek 8.10, det(A’) = (—1)""" det(A). Stad:

n

det(A) = (=1)" " det(A') = (—1)"" Z(—nlﬂ'aij det(Af;) =) (—1)"ay; det(Ay;).

i=1

Twierdzenie 8.16 (wzory Cramera). Rozwazmy uklad réwnan:

a11T1 + ...+ a1y = bl

a21T1 + ...+ Aoy = bg

11+ ...+ Ty, = by

Niech A = [a;;] € MJ(F') bedzie macierzq wspélczynnikéw lewych stron réwnan uktadu U i oznaczmy
b

przez A; macierz powstale z A przez zastgpienie j—tej kolumny kolumng wyrazéw wolnych

bn
Wowczas uktad U ma dokladnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy det(A) # 0 i wyraZa sie ono
wzorami

. det(A;) o det(As) I det(A,)
T det(A) 7P det(A) T T det(A)

Dowéd. Wobec Wniosku 8.14 wyznacznik det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest elemen-
tarnie rownowazna macierzy I,,, a to z kolei ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy uktad &/ ma doktadnie
jedno rozwiazanie. Pozostaje udowodni¢, ze

det(A;) det(Asy) det(A,)

U —— Qg G = by,

det(A) det(A) det(A)
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dla i € {1,...,n}. Wobec wzoréw Laplace’a det(A;) = > 0 (=1)"b;det(A4;;), dla j € {1,...,n}, a
wobec tego

Zaw det(A ZZ% 1)"+7p; det(A ib (Z 1) a;; det(A;; )) = ¢; det(A).

7=1 =1 7j=1

Twierdzenie 8.17 (Cauchy’ego). Niech A, B € M'(F'). Wowczas det(A - B) = det(A) - det(B).

Dowdd. Niech Ale
o-[438]

Wobec twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowej, det(C') = det(A) - det(B). Niech C" oznacza
macierz powstala przez dodanie do (n + j)—tej kolumny macierzy C, dla j € {1,...,n}, kolumne
pierwszg pomnozong przez bij, kolumne drugg pomnozong przez byj, ..., kolumne n—ta pomnozong
przez b,;. Wowczas det(C') = det(C") i tatwo spostrzec, ze

A | AB
= { Rk ] |
7, drugiej strony
det(C") = (—1)™ det(AB) det(—1) = (=1)"(=1)" det(AB) = det(AB),
gdyz dla dowolnej liczby catkowitej n? + n jest liczba parzysta. U



