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7. WYKEAD 7: ALGEBRA MACIERZY.

Definicja 7.1. Macierza nad ciatem F nazywamy prostokqgtng tablice elementow ciata F.

Zbior macierzy o wymiarach m x n oznaczamy M (F).

Napis A = [a;;] oznacza, Ze macierz A sklada sie z takich elementow, Ze w i—tym wierszu i j—tej
kolumnie znajduje si¢ a;;.

Macierze A i B sq véwne, gdy A, B € M) (F) i jesli A = [a;j], B = [b;;], to a;; = b
1<j<n.

Sume macierzy A = [a;;] @ B = [bj], A, B € M'(F) definiujemy jako macierz C = [¢;;] € M (F),
gdzz'e Cij = Q5 + blj

Iloczyn macierzy A = [a;j], A € M) (F'), przez skalar A € F' definiujemy jako macierz C = [¢;5] €
M (F), gdzie ¢;; = X X a;.

Macierz zerowa © definiujemy jako © = [0].

ijs dlal <1 <'m,

Uwaga 7.2. W szczegélnosci zauwazmy, ze dodawanie jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze macierzy,
a mnozenie przez skalar jest dziataniem zewnetrznym.

Przyklady:
(1) Wprost z definicji dodawania macierzy nad ciatem R:

1 2] [56]_[6 8
3 4 78| |10 12 |°
. 1 2 .
(2) Dodawanie [ 3 4 ] + [ 5 6 ] nie jest wykonalne.
(3) Wprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R przez skalar z ciata R:
S [12]_[24
341 |6 8]
Twierdzenie 7.3. Niech F' bedzie cialem, niech A, B,C € M (F'), niech \,u € F. Wéwczas:

(1) (A+B)+C=A+(B+0C),

(2) A+ B =B+ A,

(3) @+ A=A,

(4) A+ (-A) =0,

(5) AN+ p)A =X A+ pA,
(6) M(A+ B) =)A+ \B,
(7) AMpA) = ()4,
8)1-A=A,0-A=0,

(9) jesli \A=0, to A =0 lub A = 0.
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uwaga 7.4. W szczegolnosci zauwazamy, ze (MD(F),+) jest grupg przemienng, w ktorej elementem
neutralnym jest ©, a element przeciwny do A to —A.

Definicja 7.5. Iloczynem macierzy A = [a;;] i B = [bj;], gdzie A € M. (F), B € M*(F), nazywamy
macierz C = [cg|, C € MJ(F), dang wzorem

n
Cik — E aijbjk.
j=1
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Oznaczamy C = A - B.

Przyklady:
(4) Wprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R:

1 2] [56]_ [1.5+27 1-6+2-8]_[19 22
3 4 78| |3-54+4-7 3-64+4-8| |43 50 |

. 1 2
(5) Mnozenie { 3 4

(6) Mnozenie nie jest tez przemienne:

] . [ 5 6 } nie jest wykonalne.

" 3 4].{;]:[11}.

(7) W algebrze macierzy z dzialaniem mnozenia istnieja dzielniki zera:

I =1} 11 -1}1_100
1 -1 1 =1 |0 0|
Twierdzenie 7.6. (1) (AB)C = A(BC), dla A€ M]*(F), Be€ M}(F), C € MP(F).
(2) MAB) = (AM)B = A(AB), dla A€ M*(F), B€ M(F), N€ F.
(3) (A+B)C=AC+ BC, dla A,B € M} (F), C € M}!(F).
(4) D(A+ B) = DA+ DB, dla dla A,B € M"(F), D € MP (F).
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Definicja 7.7. Macierz I,, = [d;;] € M} (F), gdzie

1, gdyi=7
5ij: . .
0, gdy i # j

nazywamy macierza identycznodciowa. Macierz A € M!(F) nazywamy odwracalng (lub nieoso-
bliwa), jezeli istnieje macierz B € M?(F) taka, Ze

AB = BA =1,.
Macierz B nazywamy wéwczas macierza odwrotng do A i oznaczamy A",
Whiosek 7.8. W szczegdlnosci zavwazamy, ze (M (F),+,-) jest pierscieniem z jedynkq, ktory nie musi
bycé przemienny.

Whiosek 7.9. (1

(2) (AB)™' =B7'A
(3) AL = I,A =
(4) (A7)t =A

Twierdzenie 7.10. Niech A = { CCL Z ] € M (F) i niech A = ad—bc # 0. Wowczas A jest nieosobliwa

oraz 1
L1 d b
I

) Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.
A=Y dla A, B € M(F).
A, dla A€ M "(F).



41

Dowdéd. Bezposrednio sprawdzamy, ze
Itd =b| [ab|_|10
Al —c a c d| |0 1]

Definicja 7.11. Macierzami elementarnymi nazywamy macierze:
(1) E;; € M(F), powstale z I,, przez zamiane miejscami i—tego i j—tego wiersza;
(2) Ei(X\) € M}(F), powstate z I,, przez pomnozenie i—tego wiersza przez A € F';
(3) Ei;(A\) € MIF), powstale z I,, przez dodanie do i—tego wiersza j—tego wiersza pommnozonego
przez A € F.

Operacjami elementarnymi na macierzy A € M"(F') nazywamy operacje polegajgce na:
(1) zamianie miejscami i—tego i j—tego wiersza;
(2) pomnozeniu i—tego wiersza przez A € F;
(3) dodaniu do i—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego przez A € F.

Przyktad:
(8) Sprawdzamy, ze na przyktad:
1 00 1 0 0 1 0 O
By=1001|,E(-1)=]0 -1 0]|,BExs(-1)=]0 1 -1
010 0 0 1 00 1

Mozemy tez powiedzie¢, ze kazda z powyzszych macierzy powstata z Is przez zastosowanie od-
powiedniej operacji elementarne;j.

Twierdzenie 7.12. Macierz E - A, gdzie A € M(F), E € {E;;, E;(\), Ei;(\)} C M} (F), powstaje z
macierzy A przez wykonanie odpowiedniej operacyi elementarney.

Dowdéd. Niech A = [a;j] € M!(F). Pokazemy, dla przyktadu, ze macierz E;; - A powstaje z A przez
zamienienie miejscami i—tego i j—tego wiersza. Istotnie:

_1 O ... 0 ... 0 ...0 11 A12 ... Qip ay; a2 ... Qin
o1 ...0...0...0 g1 Q22 ... QA2p o1 QA22 ... Qop
Oo0 ... 0 ...1 ...0 ;1 A2 ... Qip a1 Qj2 ... Qjp
o0 ...1...0...0 i1 Qj2 ... Qjp a;1 Q2 ... ip
_0 0O ... 0 ... 0 ... 1_ | An1 Gn2 oo Gpp | | Gn1 Gp2 ... Gpp |
]
Przyktad:
(9) Sprawdzamy, na przyktad, iz:
a b c a b c
E23' d e f = g h 1
g h 1 d e f
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Whniosek 7.13. Macierze elementarne sq¢ nieosobliwe oraz
(1) E;' = Ey,
(2) E7' (V) = Ei(3),
(3) Ei;'(N) = Eij(=)).
Dowdd. Wystarczy w poprzednim twierdzeniu w roli A wzia¢ E;;, E;(\) 1 E;j()\), odpowiednio. O
Definicja 7.14. Macierze A i B, A, B € M!(F), sq wierszowo réwnowazne, jesli B mozna otrzymaé
z A przez cigg operacyi elementarnych na wierszach.

Uwaga 7.15. Macierze A i B, A,B € M"(F), sq wierszowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy
istniejg macierze elementarne F, ..., E, takie, Ze

B=FE,-E, _,-...-Fy-E,-A.

Twierdzenie 7.16. Niech A bedzie macierzq nieosobliwg, A € M (F). Wowczas:

(1) A jest wierszowo réwnowazna macierzy I,
(2) A jest iloczynem macierzy elementarnych

Dowdéd. Wobec poprzedniej uwagi wystarczy oczywidcie udowodnié¢ tylko pierwszg cze$é¢ twierdzenia.
Niech A = [a;;] € M(F) i zalézmy, ze istnieje macierz A, a zatem taka, ze A~' - A = I,,. Rozwazmy
uktad réwnan:
a11T1 + a19T2 + ... + ATy = 0
Z/[ 2171 + A29T9 4+ ...+ Aoy = 0
An1T1 + Apa®s + ... + appx, =0,

lub, rownowaznie, uzywajac notacji macierzowej:

I 0
T 0
Al 77| =
Ty 0
Oczywiscie 1 = x5 = ... = x, = 0 jest jednym z rozwigzan uktadu Y. Zauwazmy, ze w istocie jest to
jedyne rozwiazanie, jesli bowiem x4, ...,x, € F jest dowolnym rozwiazaniem, to wowczas:
A} T X1 0 0
To To x 0 0
= In = A_l A ? = A_l . = )
czyli 1 = 9 = ... = x, = 0. Tym samym uktad U po sprowadzeniu do postaci diagonalnej przybiera
forme
10 0 0
0 1 00
00 ... 10

Ale sprowadzenie ukladu do postaci diagonalnej polega na wykonaniu ciggu operacji elementarnych na
wierszach macierzy A, udowodniliSmy zatem, ze A jest wierszowo rownowazna z I,,. 0
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Twierdzenie 7.17. Niech A € M'(F) bedzie wierszowo réwnowazna macierzy I, (lub, rownowaznie,
niech bedzie iloczynem macierzy elementarnych). Wéwczas A jest nieosobliwa i macierz A~' moze byé
wyznaczona przez wykonanie tego samego ciggu operacyi elementarnych na I, jakie zostaly wykonane
na A aby otrzymac I,.

Dowdéd. Niech A = Ey - Ey - ... E,.. Poniewaz kazda z macierzy FE1, Es, ..., E, jest nieosobliwa, wiec
istnieja macierze E; ', By, ..., E ! oraz:

E'. E;'E['E\E,...E, =1,.
Jednoczesnie réwnosé E7'.. . Ey'E;' - A = I, oznacza, ze macierz I, otrzymujemy przez kolejne za-

stosowanie operacji elementarnych odpowiadajacych macierzom E', ..., E;', E;' na macierzy A, za$

réwnosé A~' = E7V. . Ey B[ - I, oznacza, ze macierz A™! otrzymujemy przez kolejne zastosowanie
operacji elementarnych odpowiadajacych macierzom E;,... E;' E;' na macierzy I,,. O

Przyktad:

(10) Ostatnie twierdzenie dostarcza praktycznej metody wyznaczania macierzy odwrotnych. Przykta-
1 2 . : ,
11 ] Praktycznie jest “powiekszy¢”
rozwazang macierz o macierz Iy i wykonywaé¢ wszystkie operacje elementarne réwnoczesnie na
obydwu macierzach, sprowadzajac macierz A do macierzy I, i jednoczesnie macierz I, do macierzy

—1.
1210 1 21 0
1 1[0 1 wy—w; |0 —1|—=1 1| wy-(=1)
1 2[1 0 1 0]-1 2 wy — 2wy
0 1|1 1| wy—wy [0 1] 1 -1
)1~
1

1
a zatem [ 1 ] = [ _11 _21 ] Sprawdzamy, ze wynik ten zgadza si¢ z Twierdzeniem 7.10.

dowo wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy A = {



