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6. WYKEAD 6: UKEADY ROWNAN LINIOWYCH.

Definicja 6.1. Niech F bedzie ciatem. Ukladem m réwnan liniowych o niewiadomych xy, ..., x,,
m,n € N, o wspolczynnikach z ciata F' nazywamy uktad réwnan postaci:

a1T1+ ...+ a1y, = bl
a9121 + ...+ Gopx, = b2

A1 L1 + oo F ATy, = by,

gdzie a;;,b; € F, i € {1,...,m}, j € {1,...,n}. Uklad ten nazywamy jednorodnym, gdy by = by =
. =b, =0

Definicja 6.2. Niech F' bedzie ciatem. Wielomian [ € Flxy,...,x,] nazywamy forma stopnia m,
gdy jest sumq jednomiandéw stopnia m lub wielomianem zerowym. Zbior form stopnia m z pierscienia
Flzy, ..., x,] bedziemy oznaczali przez Fy|xy, ..., Ty)m. Formy stopnia 1 bedziemy nazywali formami
liniowymi. Formy stopnia 2 bedziemy nazywami formami kwadratowymi.

Uwaga 6.3. Niech F' bedzie ciatem, niech U bedzie uktadem m rownan liniowych o n niewiadomych i
wspdlezynnikach z F. Lewe strony réwnan nalezgcych doU sq formami liniowymi ze zbioru Fylzy, ..., 2,1,
a prawe elementami ciata F'.

Definicja 6.4. Niech F' bedzie ciatem, niech

Iy =b
Uu: %2 = b2
b = b
bedzie uktadem réwnari liniowych, ly, ... Ly € Fplr1, ... 201, b1, ..., by € F. KaZde réwnanie liniowe:

a1l1 + a2l2 + ...+ amlm = a1b1 + agbg R ambm,

gdzie ay, . .., a, € F, nazywamy kombinacja liniowa réwnan danego ukladu. Rozwigzaniem ukfadu
U nazywamy kazdy taki cigg (ai,...,a,) elementéow ciala F', Ze

li(al,. ..,an) = bi,
dlaie{l,...,m}.

Uwaga 6.5. Kazde rozwigzanie uktadu rownan lintowych jest rozwigzaniem kazdego rownania bedgcego
kombinacjqg lintowg rownan tego ukladu.

Definicja 6.6. Dwa uklady rownan Uy, © Us nazywamy robwnowaznymi gdy kazde rownanie uktadu U
jest kombinacjq lintowqg rownan ukladu Us i vice versa.

Uwaga 6.7. Réwnowazne uklady rownan majg tdentyczne zbiory rozwigzan.

Definicja 6.8. Ukiad réwnan nazywamy sprzecznym gdy rownanie 0 = 1 jest kombinacjg liniowq
rownan tego uktadu.

Whniosek 6.9. Sprzeczny uklad réownan nie ma rozwigzan.
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Rozwazmy uktad réwnan:
a1121 + ...+ @1pTy = b1

a21T1 + ...+ Qopx, = b2

U:

A1 L1+ oo+ Ty, = by

Podamy metode rozwigzania tego uktadu przez eliminacje Gaussa.

Etap I: sprowadzenie do postaci tréjkatnej.

Wybieramy rownanie i niewiadoma o niezerowym wspotczynniku i nazywamy ja niewiadoma
bazowaq 1 kroku. Zalézmy, Ze jest nig z; ze wspdtezynnikiem a;; # 0. Mnozymy wybrane réwna-
nie (u nas réwnanie pierwsze) przez % i odejmujemy od drugiego réwnania. Postepujac induk-

cyjnie mnozymy wybrane réwnanie przez 211; i odejmujemy od i—tego réwnania, i € {2,...,m}.
Nastepnie przechodzimy do kroku 2, w ktérym wybieramy réwnanie sposréd @ € {2, ..., m}, nie-
wiadoma bazowa drugiego kroku i powtarzamy procedure dla réwnan i € {3,...,m}. Na koniec

tego etapu uklad zostaje przeksztatcony do postaci

a11T1 +a19T2 +a13r3 +... +ApT, =
apTy +apTs +... +ayT, =
Qpp Ty  + ... +FApZT, =
x1, ..., %, zostaly wybrane jako niewiadome bazowe, a x,.1, ..., T, pozostajg jako parametry.

Etap II: sprowadzenie do postaci diagonalnej.

W ostatnim réwnaniu (u nas r) wybieramy niewiadoma bazowa, powiedzmy .., i eliminujemy
z réwnan i € {1,...,7 — 1} odejmujac réwnanie r od i po wczesniejszym pomnozeniu przez &
Nastepnie postepujemy indukcyjnie z réwnaniami i € {1,...,r — 2}. Na koniec tego etapu uktad

zostaje przeksztatcony do postaci

a1171 a1 101 + Q1ri2Trg2 + o0 Q1pTn = 01
(22T2 a2, 101 + Q22 Trgn + .o+ AopTy = by

QrpTy  Qppry1Tr41 + Ay r4-2T7r4-2 + ot Ty = br-

Etap III: zapisujemy rozwiazanie przenoszac parametry na prawa strone i dzielac przez

czynniki przy xi,...,x,:
T _ b A1 . - _ _alnl’
1 al; ai r+1 cee ap
_ b_z _ G2,r41 . _ a2n
L2 = am  am Trtl T T apdn
— b _ _ G
:L.T - Arr arr xT+1 ary T

Przyktad:
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(1) Rozwazmy uktad:
1+ 209+ 33 — 224+ 25 =4
3x1 + 6x9 + brs — 4wy + 315 =5
T+ 209 + Tws —4xy + 25 = 11
2x1 + 4x9 — 2w3 — w4 + 315 = 6
o wspotezynnikach z ciata Q.
Uwaga 6.10. Chcgce zaoszczedzié czas uktady rownan zapisujemy jako macierze, czyli prostokgtne ta-
bliczki liczb, ktore sq odpowiednimi wspétczynnikami w odpowiednich rownaniach.
Przyktad:
(2) Rozwazmy uktad:
r4+4y+2z2+5t=0
2r4+y+2+4 =0
3r+5y+324+2t=0
r4+4y+42+2t=0
o wspoélezynnikach z ciata Zs.



