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5. WYKEAD 5: KONSTRUKCJA CIAL p"-ELEMENTOWYCH.

Definicja 5.1. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem. Podzbiér I C R nazywamy ideatlem pierscienia R,
co oznaczamy przez I < R, jezeli:

(1) Ya,be I(a—be ),
(2) Ya € IVr € R(ra € 1).

Przyktad:
(1) Zbiér {n : 5|n} jest ideatem w pierscieniu Z.
(2) Zbioér {f : x|f} jest ideatem w pierscieniu R[z].

Definicja 5.2. Niech (R, +,-) bedzie pierscieniem, a A C R pewnym zbiorem. Najmniejszy ideal pier-
Scienia R zawierajgcy zbior A nazywamy idealem generowanym przez A i oznaczamy (A). Jesli
I < R, to kazdy zbior A o tej wlasnosci, ze (A) = I nazywamy zbiorem generatoréw ideafu I. Jesli
A={ay,...,a,}, to piszemy po prostu

(a1, ...,a,) = (A).
Mowimy, Ze ideal jest skonczenie generowany, gdy istniejq takie elementy aq,...,a, € R, Ze
I=(ay,...,a).
Mowimy, ze ideal jest gtdwny, gdy istnieje element a € R taki, Ze
I = (a).

Mowimy, Ze pierscien R jest pierscieniem idealéw gléwnych, gdy kaiZdy jego ideat jest ideatem
gtownym.

Twierdzenie 5.3 (o postaci elementéw ideatu generowanego przez zbior). Niech (R, +,-) bedzie pier-
scieniem, a A C R pewnym zbiorem. Wowczas:

(A)={ria1 +...+mra, :neNr,....r, € Ray,...,a, € A}.
Dowdd. Oznaczmy:

Ay ={ria1+...+rma, :neNr,....r, € R ay,...,a, € A}.

Pokazemy, ze Ay < R. Istotnie, jesli may + ... 4+ rpa,, riay + ... +rlal, € Ay, to may + ... + rpa, +
(—rp)ay+...+(=7rl,)a,, € Ay. Ponadto dla r € R mamy r(riay +...+7a,) = 11101 + ...+ 17100, € Aj.

Dalej, pokazemy, ze A; = (A). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykazaé (C). Dow6d prowadzimy
przez indukcje wzgledem n. Dlan = 1 niech a; € A. Wéwcezas r1aq nalezy do kazdego ideatu zawierajacego
a, w szczegblnosci do (A). Dla n > 1 ustalmy ay,...,a, € A, r1,...,7, € R 1 zalézmy, 2r

ra; + ...+ rpa, € (A).

Ustalmy a,,1 € A oraz r, ;1 € R. Wowczas

7101+ o+ Ty + T Gngr € (A).
~—

EX“) €(A)
——
€(4)

Przyktady:
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(3) W pierécieniu Z mamy na przyktad

(5)={k-5:keZ}
oraz
(4,6) ={k-4+1-6:k1€cZ).
(4) W pierscieniu R[z] mamy
(z) ={f z: f eR[z]}.
Twierdzenie 5.4. Niech (F,+,-) bedzie ciatem. Wéwczas pierscien wielomianow (Fx],+,-) jest pier-
Scieniem ideatow glownych.
Dowdd. Ustalmy ideal I < Flz]. Jesli I = {0}, to I = (0) jest ideatem gtéwnym. Jesli I # {0}, to
istnieje niezerowy element f € I. W szczegdlnosci zbior
H ={f € 1I: f jest mozliwie najnizszego stopnia oraz f # 0}

jest niepusty. Ustalmy h € H.
Pokazemy, ze I = (h). Inkluzja (D) jest oczywista, pozostaje wykaza¢ (C). Ustalmy g € I. Dzielac z
reszty g przez h otrzymujemy

g=gqh+rdlagre Flz],0 <deg(r) < deg(h).
W szczegdlnosci r = g — gh € I. Skoro deg(r) < deg(h), wiec wobec wyboru wielomianu A otrzymujemy,
ze r = 0. Zatem g = ¢h i tym samym g € (h). O

Definicja 5.5. Niech (R, +, -) bedzie pierscieniem, a I < R idealem. Warstwa elementu a € R wzgledem
tdeatu I nazywamy zbior

a+I={a+i:iel}.
Zbior wszystkich warstw oznaczamy przez R/I.

Przyklady:

(5) W pierécieniu Zg ideal gtéwny generowany przez element 2 € Zg ma postaé:
(2) ={0,2,4}.
Warstwy tego ideatu to:

0+(2) = {04+0,0+2,0+4} =(2),
1+(2) = {1,3,5} =W,

2+(2) = {0,2,4} = (2),

3+(2) = {1.3,5}=W,

4+(2) = (2),

54+(2) = W.

Zatem Zg/(2) = {(2),W}.
(6) W pierécieniu Z ideal gtéwny generowany przez element 3 € Z ma postaé:

(3) ={0,3,6,9,...,—3,-6,—9,...}.
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Warstwy tego ideatu to

0+(33) = (3),
1+(3) = {1,4,7,10,...,-2,—5,—8,...} = W1,
24 (3) = {2,5,8,11,...,—1,—4,—7,...} = W,
3+(3) = (3).

Zatem Z/(3) = {(3), W1, Ws}. Zauwazmy ponadto, ze warstwa W sktada sie z tych liczb catkowi-
tych, ktore przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 1, a warstwa W5 sktada sie z tych liczb catkowitych,
ktére przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2. Tym samym Z/(3) mozna utozsamié z Zs.
(7) Kluczowa konstrukecja tego wyktadu to przeniesienie pomystu z przyktadu (6) na pierscien wie-
lomianéw nad ciatem skonczonym.
W pierécieniu Zs|x] ideal gléwny generowany przez wielomian 2% + = + 1 ma postaé

(PHr+)={2+o+ 1,23+t 22 o+ +a+ 1, f-(@®+2+ 1)}

Przyktadowe warstwy tego ideatu to:

0+ (@ +z+1) = (*+2+1),

1+ (2 +z+1) = Wy,

v+ @ +r+1) = Wy,
r+1+ (@ +2+1) W.

Pokazemy, ze dowolna inna warstwa tego ideatu bedzie réwna (z? + = + 1), Wy, Wy lub Wi,
Istotnie, ustalmy warstwe f+(x?+x+1)iniech g € f+ (22 +2+1). Wowezas g = f+q(z?+z+1).
Dzielgc f z reszta przez 22 + x + 1 otrzymujemy:

f=q@*+2+1)+r oraz 0 < deg(r) < deg(z® +z +1) = 2.
Jedyne mozliwe wybory dla r; to:
0,1, z,x+1
a zatem jezeli, na przyktad, r; = x 4+ 1, to wowczas:
g = fHe@®+z+)=q@®+z+ 1)+ (@+1) +q@*+z+1)
= @+ 1)+ (@+q@*+z+1) € Ws.

Zatem Zylz]/(2® +x + 1) = {(2* + 2 + 1), Wy, Wy, W3} i zbiér warstw Zs[x]/(2* + x + 1) mozna
utozsamiaé¢ z mozliwymi resztami z dzielenia przez wielomian z? 4+ z + 1.

Twierdzenie 5.6. Niech (F,+,-) bedzie cialem, niech p € Fx] bedzie wielomianem nierozkliadalnym,
to znaczy takim, zZe jesli

p:fgv dla fage F[I]v
to deg(f = 0) lub deg(g) = 0. W zbiorze warstw F[z|/(p) definiujemy dodawanie
(f+®)+ g+ @) =(f+9)+®)

oraz mnozenie

(f+ @) (g+ @)= (f-9)+ (p)
Wowczas (Flx]/(p), +,-) jest cialem.
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Dowdd. Pokazemy, dla przyktadu, ze dowolny element # (p) jest odwracalny. Ustalmy f+(p) € F[z]/(p).
Poniewaz f + (p) # (p), wiec f ¢ (p) i tym samym p t f. Ponadto p jest nierozkladalny, a wiec
NWD(f,p) =1. Wobec algorytmu Euklidesa istnieja a, b € F[z| takie, ze

af +bp=1.
Wowezas af =1 —bp € 1+ (p), a wiec (a+ (p)) - (f +(p)) =1+ (p). O
Uwaga 5.7. Niech (Fz]/(p),+,") bedzie ciatem zdefiniowanym przez wielomian nierozktadalny p €

F[z], gdzie deg(p) = n+ 1. Przyjmujemy oznaczenie:

1

Aplp_1 ... 4100 = 2" + ap 12" + ...+ a1z + ag + (p).

Przyktad:
(8) Zgodnie z powyzsza notacja:
0=x+ (2 +x+1)
w ciele Zy[x]/(2? + x + 1).



