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4. WYKEAD 4: PIERSCIEN WIELOMIANOW.
Definicja 4.1. Niech (R, +, ") bedzie dowolnym pierscieniem.
(1) Element x € R taki, ze
Jy € R\ {0}(z -y =0)

nazywamy dzielnikiem zera. Zbidr wszystkich dzielnikéw zera oznaczamy D(R).
(2) Element x € R taki, ktory nie jest dzielnikiem zera, nazywamy elementem regularnym.

Przyktlady:

(1) Rozwazmy dowolny pierscien (R, +, ). Element 0 jest zawsze dzielnikiem zera, nazywamy go nie-
wlasciwym dzielnikiem zera. Kazdy inny dzielnik nazywaé¢ bedziemy wtasciwym dzielnikiem
zera.

(2) Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas elementy 0,2, 3,4 sg dzielnikami zera, a elementy 1,5 sa regu-
larne.

(3) Rozwazmy pierscien Z x Z. Wowcezas elementy (1,0) i (0, 1) sa dzielnikami zera.

Twierdzenie 4.2. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, niech x,y,z € R. Wowczas:
(1) z-y=0=2€D(R)Vy € D(R);
(2) jesli x jest reqularny, to
z-y=0=2=0;
(3) jesli x jest reqularny, to
Toy=x-2=y=2

Przyktad:
(4) Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas 3 -2 = 3 -4, ale 2 # 4.

Definicja 4.3. Pierscien bez wlasciwych dzielnikow zera nazywamy piersScieniem catkowitym (lub
dziedzing catkowitosci).

Przyktad:
(5) Przyktadami pierscieni catkowitych sg Z, Zs, czy ogdlnie Z,, gdzie p jest liczbg pierwsza.

Uwaga 4.4. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennej x o wspdlczynni-
kach w pierscieniu R bedziemy nazywali wyrazenie o postact

n
ap+a1x + ... +a,x",

gdzie n € N oraz ag, .. .,a, € R.

Duwa wielomiany uvwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy réiniq sie tylko o sktadniki postaci0-x?,
gdzie v € N.

Bedziemy mowili, zZe wielomian f = ag + a1x + ...+ a,x" jest stopnia n, gdy a, # 0. Umowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiec dodatkowo, zZe stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywac liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Dla wielomianu f = ag+a1z+. . .4a,x"™ wspélczynnik a,, nazywamy najstarszym (lub najwiekszym)
wspotczynnikiem. Jezeli najstarszy wspotczynnik rowny jest 1, to wielomian f nazywamy unormowa-
nym.
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W zbiorze wszystkich wielomianow zmiennej x o wspotczynnikach z pierscienia R definiujemy do-
dawania + 1 mnozenie -, ktadgc dla dowolnych wielomianéw f = ag + a1z + ... + a,x™ oraz g =
b0+bll'++bml'm

(ag + o) + (ay + b))z + ... + (an + bp)x™ + bpypr12™ ™ + ... + bpa™, gdy m > n,

f+9 = §(a+bo)+ (a1 +b)z+...+ (ay+by)2", gdym=n,

(ap+bo) + (a1 + b))z + ...+ (A + b)T™ + @y 2™+ 4 apa™, gdy m < n,

f-g = co+cx+... 4 cppma™t™,

gdzie

7
¢ = E ai—1bg,
=0

dlai € {0,...,n+m}. Ponadto wyréiniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielo-
mian 1 jako element neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomiandw zmiennej x o wspot-
czynnikach z pierscienia R z tak okreslonymi dziataniami © wyrdzinionymi elementamsi jest pierscieniem
przemiennym z jedynkqg. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw zmiennej x o
wspélczynnikach z pierScienia R i bedziemy oznaczali przez R|x].

Uwaga 4.5. Przy liczeniu stopni wielomianow przyjmujemy nastepujgcg umowe notacyjng:

e Vn € N(n > —o00),
* (—00) + (—00) = —o0,
o Vn € N(—oo +n = —00).

Uwaga 4.6. Niech (R, +, ") bedzie dowolnym pierscieniem, (R|x],+, -) pierscieniem wielomiandw zmien-
nej x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a +azr+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € Rlx].

Wowcezas:

(1) deg(f + ¢) < max{deg(f),deg(g)};
(2) jesli

deg(f) # deg(g),
to
deg(f + g) = max{deg(f),deg(g)};

(3) deg(fg) < deg(f) + deg(g);

(4) jesli
f#0Ag#0A (a, jest reqularny V by, jest reqularny),
to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);
(5) jesli
f#£O0ANg#0AR jest pierScieniem catkowitym,
to

deg(fg) = deg(f) + deg(g).
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Dowdd. (1) Niech h = f+g =Y o, cxa®, przy czym ¢, = 0 dla prawie wszystkich k£ € N. Ustalmy
k > max{n,m} = max{deg(f),deg(g)}. Wowczas:

cec=ar+b,=0+0=0.

Wobec tego deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.

(2) Oczywiste.

(3) Niech h = f-g = > ;2 cxa”, przy czym ¢ = 0 dla prawie wszystkich k& € N. Ustalmy &k >
n+m = deg(f) + deg(g). Mamy

k

Cr = E ak_ibi.

=0

Jezelii € {0,...,m},tok—i € {n+1,...,k}, wiec ar_; = 0. Podobnie, jezeli i € {m+1,... k},
to b; = 0. Zatem ¢, = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).
(4) Niech h = f-g =Y 72, cxx®, przy czym ¢, = 0 dla prawie wszystkich k& € N. Mamy

n+m

Cn+m = E an—i—m—ibi
i=0

= Apim bO + Apym—1 bl +...+ anbm + ap-1 bm—i—l +...Fao bn+m
S—~— S—— S~~~ S~~~
= a,b,.

Poniewaz a,, lub b, jest regularny, wiec ¢,y # 0.
(5) Wynika wprost z (4).
O

Whiosek 4.7. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (Rx],+,-) pierscieniem wielomiandw
zmienne] x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=ao+azr+ ...+ ax" € Rlz].

Wowcezas:

(1) jesli a,, jest reqularny w R, to f jest reqularny w R[z|;
(2) kazdy wielomian unormowany jest elementem reqularnym w R|x];
(3) jesli R jest calkowity, to R[x| jest calkowity.

Twierdzenie 4.8 (o dzieleniu wielomianéw z reszta). Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem,
(R[], +, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspdlczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto

f=a +azr+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € Rlx].
Wowczas istniejg liczba | € NU {0} oraz wielomiany q,r € R[x] takie, Ze
ah-g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).

Dowdd. Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to kltadziemy | =0, ¢ =0, r = g.
Jezeli deg(g) = m =n =deg(f),tol =1, ¢ = by, r = a,g — by, f. Istotnie, zauwazmy ze woéwczas
deg(r) <n = deg(f).
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Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdd prowadzimy metoda indukcji wzgledem deg(g) = m.
Zalozmy, ze dlamy € {n+1,...,m — 1} i dla wielomianéw postaci
g1 =by+ bz + ... +bpz™ € Rz]
istnieja liczba I, € NU {0} oraz wielomiany i, € R|x] takie, ze
alcg=q-f+n
oraz deg(ry) < deg(f). Potézmy
g1 = ang — bmzm_nf
Wéwezas
deg(g1) e {n+1,...,m—1},
zatem istnieja liczba l; € NU {0} oraz wielomiany ¢,r; € R[x] takie, ze
av. g =q - f+r, oraz deg(r) < deg(f),
czyli
I, . m—n o .
an (ang bmx f) =4q1 f + 71 oraz deg<rl) < deg(f),
lub rownowaznie
atlg = (q + allbya™ ™) - f + 1y oraz deg(ri) < deg(f).
Tym samym ktadac | = [, + 1, ¢ = q1 + al'b,, 2™ ™ oraz r = r| otrzymujemy teze. U
Whniosek 4.9. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (Rlx],+,-) pierscieniem wielomiandw
zmienne] x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a +azr+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € Rlx].
Wowczas:
(1) jesli a,, = 1, to istniejg wielomiany q,r € R[z] takie, Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f);
(2) jesli R jest cialem, to istniejg wielomiany q,r € R[z] takie, Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f);
Dowdd. (1) Oczywiste.
(2) Jezeli R jest cialem, to istnieje element a ! € R, a wiec taki, ze a,'a, = 1. Wobec tego istnieja
wielomiany q;,7; € R[z] takie, Ze
g=q-a, f+m
oraz deg(ri) < deg(a,'f) = deg(f). Zatem kladac ¢ = q1a,,' oraz r = ry otrzymujemy teze.
U
Twierdzenie 4.10 (o jednoznacznosci dzielenia z reszta). Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem,
(R[], +, ) pierscieniem wielomiandw zmiennej x o wspdlczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a+az+...+a,2" € R[z] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € Rlx].

Jesli a,, jest reqularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomianéw q,r € Rlx], Ze

g=q-f+r
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oraz deg(r) < deg(f).
Dowad. Niech
g=q - f+ri,deg(r) <degf,q,r € Rlz],
9= f+rz,deg(rz) <degf, g, € Rlz].
Stad
0=(q1 —q)f + (1 —12),
lub rownowaznie
To =T = (Q1 —Q2)f-
Wobec Uwagi 4.6:
deg(f) > max{deg(r1),deg(r2)} > deg(ra —r1) = deg((q1 — 2)f) = deg(q1 — g2) + deg(f).
Tym samym deg(q; — q2) = —00, a wiec q1 — q2 = 0, skad tez ro = 77. O
Whiosek 4.11. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[z|,+,-) pierscieniem wielomiandw
zmienne] x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a +azr+...+a,2" € R[x] oraz g =by+ bz + ...+ bpz™ € Rlx].
(1) Jezeli R jest catkowity, to istnieje co najwyzej jedna para takich wielomiandw q,r € R[x], Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
(2) Jezeli a, = 1, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € R[x], Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
(3) Jezeli R jest ciatem, to istnieje dokladnie jedna para takich wielomianow q,r € R[x], Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).
Definicja 4.12. Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x],+,-) pierscieniem wielomiandw
zmienne] x o wspotczynnikach z pierscienia R. Niech ponadto
f=a +az+...+a,2" € R[x] oraz g =by+bixz+ ...+ bpz™ € Rlx].
Jezeli istnieje dokladnie jedna para takich wielomiandw q,r € Rlx], Ze
g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f) to mowimy, Ze w pierscieniu R|x] wykonalne jest dzielenie z reszta wielomianu

g przez f. Wielomian q nazywamy wowczas niepelnym ilorazem, a wielomian r reszta z dzielenia.

Uwaga 4.13. Niech (R, +, ") bedzie dowolnym pierscieniem. Wielomianem zmiennych zq,...,z, o
wspotczynnikach z pierscienia R bedziemy nazywalt wyrazenie postact
Z ail,,,in:)s’f . [L‘:ZL,
i1,0in<m
gdzie m € N, wskazniki iy, ..., i, € N przebiegajq wszystkie liczby nie wigksze niz m oraz a;,_;, € R.
Dwa wielomiany vwazamy za réwne, gdy rézniq sie jedynie o skladniki postaci 0 - x7' ... x!", gdzie
i1, .., € N.
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Bedziemy mowili, Ze wielomian f = Zil,...,in<m i, .q, 2. ..o jest stopmia r, gdy istnieje taki réiny
od zera wspolczynnik a4, Z€ i1 + ...+ ip =71 0 4.5, = 0 0dle jy + ...+ ju, > r. Unowa ta nie
okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec dodatkowo, zZe stopniem wielomianu 0 jest —oo. Stopien
wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).

Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a wielomiany stopnia 2 kwadratowymi.

Wielomian postaci ax’' ...z, gdzie a € R oraz iy, ..., i, € N nazywamy jednomianem.

W zbiorze wszystkich wielomianow zmiennych 1, . . ., x, o wspotczynnikach z pierscienia R definiujemy
dodawanie + i mnoZenie -, kladgc dla dowolnych wielomiandéw f = ail,,.inxlf ...t oraz g =

. 11, nsin <M n
. L oaJ1 In .
D itengr Vit 1 -

f+g= Z Chyookn T - TR
k1,....kn <max{m,r}

gdzie

gy + Oy 9y k1, ook < max{m,r},
Chyodin = § ks kns gdy, dla pewnego wskaznika k;(1 € {1,...,n}), k; > r, ale ky,..., k, < m,

k.. ke gdy, dla pewnego wskaznika k;(1 € {1,...,n}), k; >m, ale ky,... k, <,
oraz

f-g= Z cklmknxlfl .. .Iﬁ”,
k1. hon <mtr

gdzie

Chy.obin = E Ay 1y, o —n Ol .ol

0<i1<ks,...,0<ln <kn
Ponadto wyrozniamy wielomian 0 jako element neutralny dodawania oraz wielomian 1 jako element
neutralny mnozenia. Wowczas zbior wszystkich wielomianow zmiennych x1,...,x, o wspotczynnikach
z pierscientia R z tak okreslonymi dziataniami i wyréznionymi elementami jest pierScieniem przemien-
nym z jedynkq. Pierscien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomian6éw zmiennych z1,...,z, o
wspoélczynnikach z pierScienia R i bedziemy oznaczali przez R[xq, ..., x,).



