11

3. WYKEAD 3: CIALO LICZB ZESPOLONYCH.

Twierdzenie 3.1. Niech C = R%2. W zbiorze C okreslamy dodawanie:
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
oraz mnozenie:
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).
Wowczas (C, +, ) jest ciatem, w ktérym elementem neutralnym dodawania jest (0,0), a elementem neu-

tralnym mnozenia jest (1,0).

Dowdéd. Pokazemy dla przykladu, ze kazdy # (0,0) element ma element odwrotny wzgledem mnozenia.
Niech (0,0) # (a,b) € C. Rozwazmy element:

a b
(a2+b2’_a2+b2) €t
a b a’+b* ab—ab
(a.9) (a2+b2’ a2+b2> (a2+62’a2+b2) (1,0)

Definicja 3.2. Cialo (C,+, ) nazywamy ciatem liczb zespolonych. Zwyczajowo piszemy a+ib zamiast
(a,b) oraz a zamiast (a,0). Liczbe a nazywamy czescig rzeczywista liczby a—+bi i oznaczamy R(a+ bi).
Liczbe b nazywamy czescig urojong liczby a + bi i oznaczamy I(a + bi).

Przyklady:
(1) Sprawdzamy, ze (1 — i) + (4 + 7i) =5+ 6i, (=1 +3i) - (2 = 5i) = ((=1)-2 =3 (=5)) + ((-1) -
(=5) +3-2)i =13+ 11i oraz 5 = (=14 34) - (2+51) " = (=1 +3i) - (55 + 721) = 39-
(2) Podobnie sprawdzamy, ze i -i = —1.

Wowezas

OJ

Uwaga 3.3. Poniewaz, jok zauwazylismy, i - i = —1, intuicyjnie przyjmujemy /—1 = 1.
Definicja 3.4. Niech z = a + bi € C. Liczba sprzezona z liczbg z nazywamy liczbe Z = a — bi.

Przyktad:
(3) Wprost z definicji widzimy, ze 1 + 21 = 1 — 2i.

Twierdzenie 3.5. Niech z,w € C. Wéwczas:

(1) z+w=z+w,

(2) z—w=%Z—w,

(3) z-w =72,

(4) Z=2Z, oilew #0.

Dowdd. Pokazemy dla przyktadu wlasno$¢ (4). Niech z = a + bi, w = ¢ + di. Wowcezas
z a+bi  (a+bi)(c—di) ca+bd cb—ad.

w  ec+di 2+ d? 2+ a? 02—|—d2Z’

skad
_ca+bd chb —ad .

z
— = — i.
w24+ d? 2+ d?
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Z drugiej strony
a—bi (a—bi)(ct+di) ca+bd cb—ad.

z
w c—di 2+ d? _02+d2_c2+d22'

OJ

Definicja 3.6. Niech z = a + bi € C. Wartos$ciag bezwzgledna (albo modutem) liczby z nazywamy
liczbe rzeczywistq |z| = v a? + b2.
Przyktad:
(4) Wprost z definicji widzimy, ze |3 + 4i| = /32 + 42 = 5.

Twierdzenie 3.7. Niech z,w € C. Wéwczas:

(1) |z —w| = odleglosé miedzy punktami z i w,
(2) |z - w| = |z] - w],
3) |z*=2-%.

Dowdd. Niech z =a + bi, w = c+ di.
(1) Wprost z definicji modutu:
|z —w| = [(a—c)+ (b—d)i| = /(a— )2+ (b—d)?,

co, z kolei, jest doktadnie réwne odlegtoéci miedzy punktami o wspéhrzednych (a,b) i (¢, d).
(2) Podobnie jak w punkcie (1) otrzymujemy:

|z - w| = |(ac — bd) + (ad + be)i| = Va2c® — 2abed + b2d? + a2d? + 2abed + b2
= V(A +d) +2(E+d) =Va2+ 02 VE+ =2 |wl
(3) Podobnie jak w poprzednich punktach:
2> =a®>+ b = (a+bi) - (a—bi) =z -Z.

Definicja 3.8. Niech z = a+ bi € C. Niech (r,¢) bedq takimi liczbami, ze a = r cos ¢, b = rsin ¢:

z=(a,b)

(tj. niech (r,¢)) bedg wspélrzednymi biequnowymi punktu (a,b)), a wiec niech z = rcos$ + irsing =
r(cos ¢ + isin @). Przedstawienie to nazywamy postacia trygonometryczng liczby z. Kqt skierowany
¢ nazywamy argumentem liczby z i oznaczamy arg(z). Kaqt skierowany 0 € [0,27) taki, Ze cosf =
cosarg(z) i sinf = sinarg(z) nazywamy argumentem gtéwnym liczby z i oznaczamy Arg(z).
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Przyktady:
(5) Rozwazmy liczbe z = 1 + 4, czyli punkt o wspéhrzednych (1, 1) na ptaszczyznie zespolone;j:

z=(1,1)

7 rysunku tatwo odczytujemy, ze r = /2, za$ przyktadowa wartosé¢ kata ¢ to 7+ W szczegdlnosci
argument gltéwny liczby 2z = 1 +i to Arg(z) = §. Argumentami arg(z) tej liczby moga tez by,

na przyktad, liczby 7 In 17”, 25—” itd. jako ze
sin 7 = sin %Tﬂ = sin =~ 17” = sin Q?T” i réwnoczesnie cos § = cos T = cos 1%” = cos Q?T”

Tym samym przyktadowe posta(n trygonometryczne hczby z=1+1to

9 9
z:\/i(cos£+isin£> :ﬂ(cosf+isin£) = ...

(6) Rozwazmy liczbe z = v/3 — i, czyli punkt o wspétrzednych (v/3, —1) na plaszczyznie zespolonej:

117/6 \5

2=/3,-1)

7 rysunku tatwo odczytujemy, ze r = 2, zas$ przyktadowa wartosé kata ¢ to 11” . W szczegdlnosci
argument gtéwny liczby 2z = v/3 — i to Arg(z) = lé”. Argumentami arg(z) teJ liczby mogg tez

by¢, na przyklad, liczby = 2 35”, ﬁ itd. jako ze
sin HT” = sin 22“ = sin 32“ = sin % 1 rownoczesnie cos T = CoS 2%” = CoS ?":’T’T = cos 42”
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Tym samym przyktadowe postaci trygonometryczne liczby z = v/3 — i to

_ 5 117r+,, 117 _ 9 237?_’_._ 23w B
z= cos 5 7 8in G = cos 5 7 sin 5 = ...

Twierdzenie 3.9. Niech z; = ri(cos ¢y + isin ¢y ), zo = ra(cos g + isin¢y) € C. Wowczas:
(1) 2129 = T’ﬂ"Q[COS(Qﬁl + QSQ) + iSiI’l(le -+ ¢2),
(2) 2 = teos(¢r — ¢2) +isin(dr — d2)], 0 ile 22 # 0,
(3) i = %(COSQSl —isingy), o ile zo # 0.

Dowdd. Wzory te wynikaja wprost ze wzoréw na sumy i réznice funkcji trygonometrycznych znane ze
szkoty éredniej. Udowodnimy dla przyktadu wlasnos$é (1):

2122 = 7r1r2[(cos @1 + isin ¢y )(cos ¢o + i sin ¢g)]
= r1732[(cos 1 cos g — sin ¢y sin ¢y )| + i(cos ¢y sin ¢o + sin Py cos ¢9)]
= r1rafcos(¢r + ¢2) +isin(¢r + ¢2)].
O
Przyklad:
(7) Rozwazmy postaé trygonometryczna liczby (1 +i)(v/3 —i). W poprzednich przyktadach spraw-
dzilismy, ze

1+i:\/§(cosz+ising)

4
oraz " "
T
V3—i=2 (COS—W—Fisin—) )
6 6
Wobec tego postaé trygonometrzyczna liczby (1 +)(v/3 — 1) to:
25T 257T
2v/2 — i .
V2(cos =5 isin o)
Zauwazmy przy tym, ze
25m 24w L s o +
12 12 12 12
wobec czego
cos 24w _ cos T oraz sin 24m _ sin T
12~ T T

i liczbe (1 +)(v/3 — i) mozemy tez zapisaé jako

(1+4)(V3—1i)= 2\/_((:055 + isin E)

Tym samym postugujac sie postacia trygonometryczn@ liczb zespolonych mozemy wyznaczy¢
doktadne wartosci funkeji trygonometrycznych kata 5. Istotnie:

(14+i)(V3—1i) = (V3+1)+ (\/5—1)1
V3+1 V3-1.
= 2\/—< 2\/_ + 2\/5 z)

_ \f<\f+\f f;x/iz.)’
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co po poréwnaniu z postacia trygonometryczna liczby (1 +4)(v/3 — i) daje

T V6+42 T _V6-v2

Ccos — = oraz sin — =
12 4 12 4

Whiosek 3.10 (de Moivre). Niech z = r(cos ¢ +isin¢) € C, niech n € N. Wéwczas 2" = r™(cosn¢g +
isinng).
Przyktad:
(8) Przy pomocy wzoréw de Moivre’a potegowanie potrafi by¢ naprawde szybkie. Obliczmy dla przy-
ktadu (1 +14)'. Sprawdzilismy juz, ze

1+i:\/§<cos£+isinz>.

4
Wobec tego
10 10
(1+44)° =32 (cos = 4+ isin —F) .
4 4
Ale 7z drugiej strony
10m 8w 27r_2 +7r
L4 T Ty
i wobec tego
107w B T 107 _o.m
C0s — — =08 ;; oraz sin— — =sin

i liczbe (1 +4) mozemy zapisa¢ jako

(1+4) = 32 <cos g +isin g) = 32(0 + 1i) = 32i.

Twierdzenie 3.11. Niech z = r(cos ¢+isin ¢) € C, niechn € N. Wowczas z ma n réznych pierwiastkow

stopnia n danych wzorem
2k 2k
n n

gdzie k € {0,1,...,n—1}.
Dowdd. Niech w € C bedzie taka liczba, ze w"™ = z i niech
w = s(cos @ +isinb).

Wowezas s™(cosnb + isinnf) = r(cos ¢ + isin ¢), skad s = {/r oraz

cosnf = cos¢ i sinnf = sin ¢.
Tym samym, wobec okresowosci funkcji cos i sin

nf = ¢+ 2kw, dla k € N,

a wice 0 = 2227 dla k € N. Zauwazmy jednak, ze dla k > n:

n

¢+2kr o+ 2(n+O)1 ¢+ 2nm+ 21 5 +¢—|—2€7r
= = = i s
n n n n
skad cos@ = cos ¢+jh i sin 22257 — gin % Wobec tego otrzymujemy tylko n réznych liczb i

wystarczy rozpatrywaé k € {0,...,n —1}. O
Przyktad:
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(9) Wyznaczymy wszystkie pierwiastki stopnia 6 z liczby —2. Sprawdzamy, ze

—2=2(—140i) = 2(cos 7 + isinm).

Wobec tego pierwiastki stopnia 6 z —2 wyraza si¢ nastepujacymi wzorami:

Wo

6 ™ . T\ 6 \/g 1
\/§<c036+z31n6>—\/§< 5 +12>

<cos_+zsm3§)—%(cosg+ising)—%mm—w@-
f(cos_m %):mcos(w_g)mn(w_gﬂ _
¥ (- cos_mmg):w(—§+%>
f(cos_m ) = V2foos (w4 ) #isin (x4 )] -
() =3 )
\/_<COS—+ZSIH%T> — 3 [cos (27 + 7) + isin (27 + 7))
V2 (cosm +isinm) = V2 (=1 +1i0) = —V/2
3 (cos 257 isin T ) = 2 [eos (20 = F) isin (21— )] -
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