2. WYKLAD 2: GRUPY, PIERSCIENIE I CIALA.

Definicja 2.1. Niech A bedzie niepustym zbiorem. Dzialaniem wewnetrznym (lub, krétko, dziata-
niem) w zbiorze A nazywamy funkcje x : A x A — A. Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem.
Dziatlaniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy funkcje x : B x A — A.

Uwaga 2.2. To, zZe w zbiorze A okreslono dziatanie wewnetrzne x w szczegolnosci oznacza, ze:
(1) Va,y € A[x(z,y) istnieje],
(2) Va,y € A[x(x,y) € Al
Zamiast x(x,y) bedziemy na ogol pisaé x x y.
Podobnie, jesli B # (), to to, ze w zbiorze A okreslono dzialanie zewnetrzne o w szczegdlnosci oznacza,
zZe:

(1) Ya € BYx € A[o(a, ) istnieje],
(2) Ya € BYx € Alo(a,x) € AJ.
Zamiast o(a, ) bedziemy na 0gol pisaé a o x.
Na tym wykladzie bedziemy zajmowaé sie prawie wylgcznie dziataniami wewnetrznymi.
Przyktady:

(1) Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.

(2) Mnozenie liczb naturalnych jest dzialaniem w zbiorze N.

(3) Odejmowanie i dzielenie nie sa dziatlaniami w zbiorze N: 3 —5 ¢ N oraz 1 + 2 ¢ N. Z drugiej
strony, odejmowanie jest dzialaniem w Z, a dzielenie jest dziataniem w Q \ {0}.

(4) Mnozenie wektoréw na plaszczyznie przez skalary rzeczywiste jest przyktadem dzialania ze-
wnetrznego.

Definicja 2.3. Niech A bedzie niepustym zbiorem, a x i o dziataniami w A.
(1) Mowimy, ze % jest Yaczne, jezeli
Vr,y,z2 € Alxx (yx 2) = (z xy) * z].
(2) Méwimy, Ze x jest przemienne, jezeli
Va,y € Alz xy =y * xl.
(3) Mdéwimy, ze x ma element neutralny e, jezeli
Ve € Alzxe=exx = x].
(4) Méwimy, ze y jest elementem odwrotnym do x, jezeli
THxY=yY*xT = e.
(5) Mdéwimy, ze o jest rozdzielne wzgledem x, jezeli
Ve, y,z € Altro(yxz) =xoyxzoz|.
Przyklady:

(5) Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych sa taczne i przemienne. 0 jest elementem neutralnym
dodawania, a 1 jest elementem neutralnym mnozenia. Ponadto mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania. 1 nie ma elementu odwrotnego wzgledem dodawania, a 2 nie ma elementu odwrotnego
wzgledem mnozenia.

(6) Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb catkowitych. Kazda liczba catkowita ma element odwrotny
wzgledem dodawania, ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.



(7) Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych. Kazda liczba wymierna ma element od-
wrotny wzgledem dodawania i kazda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny wzgledem
mnozenia.

Definicja 2.4. (1) Algebra nazywamy system (A,x1,...,%,, B1,..., Bn,01,...,%n), gdzie A jest
niepustym zbiorem, *q, ..., %, dziataniami wewnetrznymi w zbiorze A, a ©1,. ..,y dziataniami
zewnetrznymi w zbiorze A (wraz z odpowiadajgcymi im zbiorami By, . .., By,).

(2) Grupa nazywamy algebre (G, x), gdzie * jest laczne, ma element neutralny i kaZdy element w
zbiorze G ma element odwrotny. Jezeli ponadto % jest przemienne, to grupe (G,*) nazywamy
przemienng (lub abelowg).

(3) Pierscieniem nazywamy algebre (R, 4+, ), gdzie (R,+) jest grupg abelowq, a - jest tgczne i roz-
dzielne wzgledem +. Jezeli - jest przemienne, to (R, +,-) nazywamy pierScieniem przemien-
nym. Jezeli - ma element neutralny 1, to (R, +,-) nazywamy pierscieniem z jedynka. W tym
wyktadzie ograniczymy sie do pierscient przemiennych z jedynkq, ktore bedziemy krotko nazywaé
pierscieniami.

(4) Cialem nazywamy pierscien przemienny z jedynkq (F,+,-), w ktérym 0 # 1, przy czym 0 oznacza
element neutralny +, a 1 to element neutralny - i taki, ze kazdy # 0 element ma element odwrotny
wzgledem -.

Przyklady:
(8) (Z,4), (Q,+), (R, +) sa przyktadami grup przemiennych. (N, +) nie jest grupa. Podobnie (Q*, -),
(R*,-), gdzie A* = A\ {0}, sa grupami przemiennymi. (N*,-) i (Z*,) nie sa grupami.
9) (Z,+,-), (Q,+, ), (R,+, ) sa przykladami pierscieni.
(10) (Q+,-), (R,+,-) sa przykladami cial. (Z, +, ) nie jest ciatem.
Definicja 2.5. Niech n € N i oznaczmy przez Z, = {0,1,...,n— 1}. W zbiorze Z,, definiujemy doda-
wanie modulo n:
T @,y = reszta z dzielenia x + 1y przezn
oraz mnozenie modulo n:

r®yy = reszta z dzielenia x -y przez n.

Przyktlady:

(11) Sprawdzamy, ze 2 B52=4,2®;4=1,23053=0,3D5=2198 D902 = 0.

(12) Podobnie, 2 ®52 =4,2®54=3,2®53=1,3®2=01 98 ®190 2 = 96.
Twierdzenie 2.6. Niech n € N.

(1) (Zn, ®,) jest grupg przemienng.

(2) (ZF,®y,) jest grupg przemienng, o ile n jest liczbg pierwszq.
(3) (Zn, ®n, ®y) jest pierscieniem.

(4) (Zp, ®n, ®y) jest cialem, o ile n jest liczbg pierwszq.

Dowdd. Sprawdzenie wszystkich aksjomatow jest dos¢ czasochtonne, ale proste. Ograniczymy sie do
pokazania, ze jesli n jest liczba pierwsza, to kazdy element x € Z; ma element odwrotny wzgledem ®,,.
Ustalmy z € Z;. Chcemy pokazac, ze istnieje y € Z; taki, ze x ®, y = 1, to znaczy

ry =1+¢qn,
dla pewnej liczby catkowitej g € Z. Jest to rownowazne pokazaniu, ze réwnanie

zy —qn =1



ma rozwiazanie w liczbach catkowitych. Poniewaz n jest liczba pierwsza, a zatem NW D(z,n) =

roOwnanie to istotnie ma rozwigzanie wobec Twierdzenia 1.9.

W dowolnej grupie (G, x) wprowadzamy oznaczenie

n
”xi:xl*...*xn.
i=1
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W szezegélnosei [[, x = 2" Tradycyjnie uzywamy w teorii grup dwoch réwnolegtych terminologii:

addytywnej i multyplikatywnej, wedtug nastepujacego schematu:

| Definicja | Notacja addytywna | Notacja multyplikatywna |
dziatanie + .
dodawanie mnozenie
suma iloczyn
element neutralny 0 1
Z€ero jedynka
potega ne "
wielokrotnosé potega
element odwrotny —x r 1
element przeciwny element odwrotny

Twierdzenie 2.7. Niech (G, *) bedzie grupg. Wéwczas:

(1) element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;
2) TIi2, @i+ HJ LT = H;"Jrlnxj, dla x1, ..., Tmin € G;

) ™t =M™ dla x € G;

) (™)™ =™, dla:z:GG

) element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;

) (@ ok ) =g Mk ok )™, dla xy, .. 1 € G
) (xz~ ) =z, dlaz € G;

) (2~ *y*a:) *1*y”>x<x, dla x,y € G;

(9) jezelix xy =%z, toy = 2.

(
(3
(4
(5
(6
(7
(8
9

Dowdd. Udowodnimy dla przyktadu czesé (1): jesli e i €’ sa dwoma elementami neutralnymi, to wowczas

W dowolnym pierscieniu (R, +, ) wprowadzamy oznaczenia:

ry+z = (v-y)+ 2z,

n 0

E T, = x1+...+xn,g z; =0
i=1 =1

n 0

HIZ‘ = .131'...';€n,H;EZ':1,
=1 =1

n n
nr = E x,z" :Hx.
i—1 i=1

Y

i
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Twierdzenie 2.8. Niech (R,+,-) bedzie pierscieniem, niech x,y,z € R, n,m € N. Wowczas:

(1) =(=2) =,
2) —(x+y)=—r—-y;

(
(3) n(mz) = nmax;
(4) nx +ma = (n+m)x;
(5) 0z = 20 = 0;
(6) (—1)z = —z.
(7) (~2)y = —(a9) = 2(~y);
(8) (—z)(=y) = zy;
(9) 2(y — 2) = 2y — x2;
(10) (x —y)z =2z —yz;
(11) jezeli x +y = x + z, to wéwczas y = z;
(12) amz™ = x"tm;
(13) n)m — xnm
(14

x+y)" Zk o()nkyk

Dowdd. Udowodnimy dla przykltadu czesé (5):
0z +0x = (0+0)z = 0x

a zatem Oz = 0.



