1. WYkKeAD 1: NWD, NWW 1 ALGORYTM EUKLIDESA.

Twierdzenie 1.1 (o dzieleniu z reszta). Niech a,b € Z, b # 0. Wowczas istnieje dokladnie jedna para
liczb calkowitych q,r € Z taka, ze

a=qgb+r oraz 0 <r <|b.

Dowdd. Pokazemy najpierw istnienie stosownej pary. Zatézmy, ze b > 0 i zdefiniujmy

q:[%} Loraz r =a — bg.

Woéwczas ¢ < § < ¢+ 1, a zatem bg < a < bg+b, skad 0 <r = a —bg < b = [b]. W przypadku, gdy
b < 0, definiujemy

q {a} oraz r = a — bq
_ — — Z pr— —
|b]

i dalej rozumujemy analogicznie.

Pozostaje wykaza¢ jednoznacznosé wyboru powyzszej pary. Zatézmy, ze a = bqy + r1 = bgs + o, gdzie
0 <ry,1m9 < |b|. Wowezas 19 —11 = b(q1 — qo). Jesli ro —ry # 0, to woéwezas |b] <| ro —r1| < max{ry,rs} <
|b|. Zatem 15 — 11 = 0 1 w konsekwencji ¢; — ¢z = 0. U

Definicja 1.2. Niech a,b € Z, b # 0, niech q,r € Z bedq jednoznacznie wyznaczonymi liczbami catko-
witymi takimi, ze a = gb+1r 1 0 <1 < |b|. Liczbe ¢ nazywamy niepelnym ilorazem z dzielenia a przez
b, za$ liczbe r reszty z dzielenia a przez b.

Przyktady:
(1) Niech a =26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, ze woéwczas ¢ = 2 oraz r = 4.
(2) Niech a = —26, b = 11. Wowczas ¢ = —3, a r = 7; w szczegblnosei nie mozemy powiedzieé, ze

reszta z dzielenia —26 przez 11 jest -4, gdyz wprawdzie —26 = —2 - 11 — 4, ale —4 < 0.

Definicja 1.3. Niech a,b € Z. Méwimy, Ze b dzieli a (lub Ze a jest podzielna przez b), jesli dla
pewnej liczby catkowitej ¢ € Z zachodzi a = bq, co oznaczamy bla. W przeciwnym razie piszemy b 1 a.
Liczbe q nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.

Przyktady:

(3) Jest jasne, ze 2[4, 3|18, —8|16 i 157|0.
(4) Bezposrednio z definicji podzielnosci wynika tez, ze O0la wtedy 1 tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy
wszakze, ze iloraz z dzielenia 0 przez 0 nie jest jednoznacznie okreslony.

Twierdzenie 1.4. Niech a,b,c € Z. Wowczas:
(1) ala;
2) alb A blc = alc;
) albAbla=a=bVa=-b;
) al0;
) 1]a;
) alb = albe;
) alb A alc = alb+ c.
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Przypomnijmy, ze dla liczby rzeczywistej z € R symbolem [x] oznaczamy najwigksza liczbe calkowita nie wigksza od x
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Dowéd. Udowodnimy dla przyktadu cze$é (3) twierdzenia. Jezeli a = 0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy
b =0, a wiec a = b. Podobnie, gdy b = 0, to a = b = 0, zalézmy wiec, ze a,b # 0. Niech b = qa i
a = @b, dla pewnych q1,q2 € Z. W szczegélnosci q1, g2 # 0. Wowcezas b = q1qob, a wiec q1qo = 1, skad
G=¢@=1llubg=¢p=-1 U

Definicja 1.5. Niech ay,...,ax € Z, k > 2. Liczbe d € N takg, Ze
(1) dlay, ..., dlag,

(2) elay, ..., elar = e|d,
nazywamy najwiekszym wspolnym dzielnikiem liczb aq, . .., ay i oznaczamy NW D(aq, . . ., a). Licz-
be m € N takq, ze
(1) a1lm, ..., ag|m,
(2) ai|n, ..., axln = m|n,
nazywamy najmniejsza wspolng wielokrotnodcia liczb ay, ..., ax i oznaczamy NWW (aq, ..., ax).
Przyktad:

(5) Sprawdzamy, ze NW D(24,36) = 12. Zauwazmy, ze, na przyktad, 624 i 6|36, ale oczywiscie
6 # NWD(24,36). Ponadto NWW (24,26) = 72. Podobnie zauwazmy, ze 24|144 i 36|144, ale
144 % NWW (24, 36).

Twierdzenie 1.6. Niech a,b € N. Wéwczas NW D(a,b) - NWW (a,b) = a - b.

Dowdéd. Rozwazmy WIM. Poniewaz a, b, NW D(a,b) € N, widzimy, ze W > 0. Ponadto Wb(a@ €

Z. Niech NW D(a,b)q; = a, dla pewnej liczby ¢; € N. Wowczas NW%’( 5 = NJ‘S/M?&S?;I;Z’ = b, a wiec

b\m Analogicznie Q\W Wobec tego NWW (a, b)|W(ab)’ czyli NWW (a,b)) NW D(a, b)|ab.
Rozwazmy W Zauwazmy, ze Wb(ab) € N. Niech NWW (a,b) = sja, dla pewnej liczby

s1 € N. Wowczas Wb(mb) = ;—Z = % Wobec tego mﬂ) Analogicznie m|a Wobec te-

go W\NWD((L b), czyli abl NWW (a,b) NW D(a,b). O
Przyktlad:

(6) Odwotujac sie do poprzedniego przykladu sprawdzamy, ze NW D(24,36)NWW (24,36) = 12 -
72 =864 = 24 - 36.

Twierdzenie 1.7 (algorytm Euklidesa). Niech a,b € Z i niech
a = qb+ry, dla0<r <|b,q,r €7Z,

b = qri+ry dla0<ry<ry,q,ry €7,
ry = qsro+7rs, dla0<r3<ryqs,r3 € 7L,
Theo = QuTn-1+7Th, dla0<r, <7, 1,qn,Th € Z,
Tnel = Qni1Tn, dla ¢ui1 € 7.

Wowczas r, = NW D(a,b).

Dowdod. Algorytm zawsze sie zatrzymuje, bo jest tylko skonczenie wiele liczb naturalnych w przedziale
[0, |b]]. Niech d = NW D(a, b). Sprawdzamy, ze kolejno

Tn|rn—17 rn|rn—2a s ,Tn|T1, rn|ba 7ﬁn|a7



a wiec w szczegolnosci r,|d. Podobnie, d|a i d|b, a wigc kolejno

d|ry,d|re, ..., d|r,_1,d|r,.

Poniewaz zaréwno d jak i r, sa liczbami dodatnimi, oraz réwnoczesnie d|r, i r,|d, wiec d = r,,. O
Przyktlady:
(7) Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczy¢ NW D(66, 48). Wykonujac kolejne kroki algorytmu
otrzymujemy:

66 = 1-48+18
48 = 2-18+12
18 = 1-1246
12 = 2.6,

a wiec NWD(66,48) = 6.
(8) Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalaja wyznaczy¢ liczby catkowite x i y takie,
7€

66x + 48y = NW D(66,48).
Istotnie, zaczynajac od przedostatniego kroku i kolejno podstawiajac otrzymujemy:
6 = 18— 12
= 18— (48—2-18)=3-18—48
= 3(66—48) —48 =3-66 —4 - 48,
awlecr =31y =—4.
Uwaga 1.8. Niech a,b,c € Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody rozwigzywania réwnan
ar +by =c
w liczbach catkowitych.
Twierdzenie 1.9. Niech a,b,c € 7. Rownanie
ar +by =c
ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy d = NW D(a,b)|c.
Dowdéd. (=) : Zatézmy, ze axg + byo = ¢, dla pewnych liczb xg, yo € Z. Wowczas, skoro d|a i d|b, wiec
dlazg i d|byo, a zatem réwniez d|azy + by = c.
(<) : Zaldzmy, ze d|c i niech ¢ € 7Z bedzie taka liczba, ze dq = c. Stosujac algorytm Euklidesa
znajdujemy liczby catkowite x1,y; € Z takie, ze axy + by; = d. Wowcezas aqxy + bqy; = c. O
Przyktad:
(9) Rozwiazemy réownanie 66z + 48y = 18. Na podstawie poprzedniego przyktadu wiemy juz, ze
66 -3+48-(—3) =6, a wiec 66 -9 +48 - (—12) = 18.

Twierdzenie 1.10. Niech a,b,c € Z i niech d = NW D(a,b)|c. Niech xo,y0 € Z bedg rozwigzaniami
rownania ax + by = c. Wowczas wszystkie catkowite rozwigzania tego rownania dane sq przez
bt at

xzxg—i-g Omzy:yo—g,tEZ.
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Dowdd. Sprawdzamy, ze

bt at
a(xg%—g)%—b(yo—g) = axg + byy = c.

Dalej, niech x,y € Z bedzie rozwigzaniem réwnania ax + by = c¢. Wtedy ax + by = ¢ = axg + byy. Stad
a(x — xo) = b(yo — y). Jezeli a = a;d i b = byd, dla pewnych ay1,b € Z, to wowczas tez ai(x — xg) =
bi(yo — y). Poniewaz NW D(ay,b1) = 1, wiec by|x — xg. Niech z — g = byt, dla pewnego t € Z. Stad
T = xg + bit = zo + 2. Ponadto a1bit = by (yo — y), skad y = yo — 4. O
Przyktad:
(10) Wszystkie rozwiazania réwnania

66 + 48y = 18

wyrazg si¢ wzorami
r=9+4+8t,y=—-12—-11t,t € Z.



