
1. Wykład 1: NWD, NWW i algorytm Euklidesa.

Twierdzenie 1.1 (o dzieleniu z resztą). Niech a, b ∈ Z, b "= 0. Wówczas istnieje dokładnie jedna para
liczb całkowitych q, r ∈ Z taka, że

a = qb + r oraz 0 ≤ r < |b|.

Dowód. Pokażemy najpierw istnienie stosownej pary. Załóżmy, że b > 0 i zdefiniujmy

q =
[

a
b

]
1 oraz r = a− bq.

Wówczas q ≤ a
b < q + 1, a zatem bq ≤ a < bq + b, skąd 0 ≤ r = a − bq < b = |b|. W przypadku, gdy

b < 0, definiujemy

q = −
[

a

|b|

]
oraz r = a− bq

i dalej rozumujemy analogicznie.
Pozostaje wykazać jednoznaczność wyboru powyższej pary. Załóżmy, że a = bq1 + r1 = bq2 + r2, gdzie

0 ≤ r1, r2 < |b|. Wówczas r2−r1 = b(q1−q2). Jeśli r2−r1 "= 0, to wówczas |b| ≤| r2−r1| ≤ max{r1, r2} <
|b|. Zatem r2 − r1 = 0 i w konsekwencji q1 − q2 = 0. !

Definicja 1.2. Niech a, b ∈ Z, b "= 0, niech q, r ∈ Z będą jednoznacznie wyznaczonymi liczbami całko-
witymi takimi, że a = qb + r i 0 ≤ r < |b|. Liczbę q nazywamy niepełnym ilorazem z dzielenia a przez
b, zaś liczbę r resztą z dzielenia a przez b.

Przykłady:
(1) Niech a = 26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, że wówczas q = 2 oraz r = 4.
(2) Niech a = −26, b = 11. Wówczas q = −3, a r = 7; w szczególności nie możemy powiedzieć, że
resztą z dzielenia −26 przez 11 jest -4, gdyż wprawdzie −26 = −2 · 11− 4, ale −4 < 0.

Definicja 1.3. Niech a, b ∈ Z. Mówimy, że b dzieli a (lub że a jest podzielna przez b), jeśli dla
pewnej liczby całkowitej q ∈ Z zachodzi a = bq, co oznaczamy b|a. W przeciwnym razie piszemy b ! a.
Liczbę q nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.

Przykłady:
(3) Jest jasne, że 2|4, 3|18, −8|16 i 157|0.
(4) Bezpośrednio z definicji podzielności wynika też, że 0|a wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy
wszakże, że iloraz z dzielenia 0 przez 0 nie jest jednoznacznie określony.

Twierdzenie 1.4. Niech a, b, c ∈ Z. Wówczas:
(1) a|a;
(2) a|b ∧ b|c⇒ a|c;
(3) a|b ∧ b|a⇒ a = b ∨ a = −b;
(4) a|0;
(5) 1|a;
(6) a|b⇒ a|bc;
(7) a|b ∧ a|c⇒ a|b + c.

1Przypomnijmy, że dla liczby rzeczywistej x ∈ R symbolem [x] oznaczamy największą liczbę całkowitą nie większą od x
1
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Dowód. Udowodnimy dla przykładu część (3) twierdzenia. Jeżeli a = 0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy
b = 0, a więc a = b. Podobnie, gdy b = 0, to a = b = 0, załóżmy więc, że a, b "= 0. Niech b = q1a i
a = q2b, dla pewnych q1, q2 ∈ Z. W szczególności q1, q2 "= 0. Wówczas b = q1q2b, a więc q1q2 = 1, skąd
q1 = q2 = 1 lub q1 = q2 = −1. !
Definicja 1.5. Niech a1, . . . , ak ∈ Z, k ≥ 2. Liczbę d ∈ N taką, że
(1) d|a1, . . . , d|ak,
(2) e|a1, . . . , e|ak ⇒ e|d,

nazywamy największym wspólnym dzielnikiem liczb a1, . . . , ak i oznaczamy NWD(a1, . . . , ak). Licz-
bę m ∈ N taką, że
(1) a1|m, . . . , ak|m,
(2) a1|n, . . . , ak|n⇒ m|n,

nazywamy najmniejszą wspólną wielokrotnością liczb a1, . . . , ak i oznaczamy NWW (a1, . . . , ak).

Przykład:
(5) Sprawdzamy, że NWD(24, 36) = 12. Zauważmy, że, na przykład, 6|24 i 6|36, ale oczywiście

6 "= NWD(24, 36). Ponadto NWW (24, 26) = 72. Podobnie zauważmy, że 24|144 i 36|144, ale
144 "= NWW (24, 36).

Twierdzenie 1.6. Niech a, b ∈ N. Wówczas NWD(a, b) · NWW (a, b) = a · b.

Dowód. Rozważmy ab
NWD(a,b) . Ponieważ a, b,NWD(a, b) ∈ N, widzimy, że ab

NWD(a,b) ≥ 0. Ponadto ab
NWD(a,b) ∈

Z. Niech NWD(a, b)q1 = a, dla pewnej liczby q1 ∈ N. Wówczas ab
NWD(a,b) = NWD(a,b)q1b

NWD(a,b) = q1b, a więc
b| ab

NWD(a,b) . Analogicznie a| ab
NWD(a,b) . Wobec tego NWW (a, b)| ab

NWD(a,b) , czyli NWW (a, b)NWD(a, b)|ab.
Rozważmy ab

NWW (a,b) . Zauważmy, że
ab

NWW (a,b) ∈ N. Niech NWW (a, b) = s1a, dla pewnej liczby
s1 ∈ N. Wówczas ab

NWW (a,b) = ab
s1a = b

s1
. Wobec tego ab

NWW (a,b) |b. Analogicznie
ab

NWW (a,b) |a. Wobec te-
go ab

NWW (a,b) |NWD(a, b), czyli ab|NWW (a, b)NWD(a, b). !
Przykład:
(6) Odwołując się do poprzedniego przykładu sprawdzamy, że NWD(24, 36)NWW (24, 36) = 12 ·

72 = 864 = 24 · 36.

Twierdzenie 1.7 (algorytm Euklidesa). Niech a, b ∈ Z i niech
a = q1b + r1, dla 0 < r1 < |b|, q1, r1 ∈ Z,

b = q2r1 + r2, dla 0 < r2 < r1, q2, r2 ∈ Z,

r1 = q3r2 + r3, dla 0 < r3 < r2, q3, r3 ∈ Z,
...

rn−2 = qnrn−1 + rn, dla 0 < rn < rn−1, qn, rn ∈ Z,

rn−1 = qn+1rn, dla qn+1 ∈ Z.

Wówczas rn = NWD(a, b).

Dowód. Algorytm zawsze się zatrzymuje, bo jest tylko skończenie wiele liczb naturalnych w przedziale
[0, |b|]. Niech d = NWD(a, b). Sprawdzamy, że kolejno

rn|rn−1, rn|rn−2, . . . , rn|r1, rn|b, rn|a,
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a więc w szczególności rn|d. Podobnie, d|a i d|b, a więc kolejno
d|r1, d|r2, . . . , d|rn−1, d|rn.

Ponieważ zarówno d jak i rn są liczbami dodatnimi, oraz równocześnie d|rn i rn|d, więc d = rn. !
Przykłady:
(7) Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczyćNWD(66, 48). Wykonując kolejne kroki algorytmu
otrzymujemy:

66 = 1 · 48 + 18

48 = 2 · 18 + 12

18 = 1 · 12 + 6

12 = 2 · 6,
a więc NWD(66, 48) = 6.

(8) Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalają wyznaczyć liczby całkowite x i y takie,
że

66x + 48y = NWD(66, 48).

Istotnie, zaczynając od przedostatniego kroku i kolejno podstawiając otrzymujemy:

6 = 18− 12

= 18− (48− 2 · 18) = 3 · 18− 48

= 3(66− 48)− 48 = 3 · 66− 4 · 48,

a więc x = 3 i y = −4.

Uwaga 1.8. Niech a, b, c ∈ Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody rozwiązywania równań
ax + by = c

w liczbach całkowitych.

Twierdzenie 1.9. Niech a, b, c ∈ Z. Równanie
ax + by = c

ma rozwiązanie w liczbach całkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy d = NWD(a, b)|c.

Dowód. (⇒) : Załóżmy, że ax0 + by0 = c, dla pewnych liczb x0, y0 ∈ Z. Wówczas, skoro d|a i d|b, więc
d|ax0 i d|by0, a zatem również d|ax0 + by0 = c.

(⇐) : Załóżmy, że d|c i niech q ∈ Z będzie taką liczbą, że dq = c. Stosując algorytm Euklidesa
znajdujemy liczby całkowite x1, y1 ∈ Z takie, że ax1 + by1 = d. Wówczas aqx1 + bqy1 = c. !
Przykład:
(9) Rozwiążemy równanie 66x + 48y = 18. Na podstawie poprzedniego przykładu wiemy już, że

66 · 3 + 48 · (−3) = 6, a więc 66 · 9 + 48 · (−12) = 18.

Twierdzenie 1.10. Niech a, b, c ∈ Z i niech d = NWD(a, b)|c. Niech x0, y0 ∈ Z będą rozwiązaniami
równania ax + by = c. Wówczas wszystkie całkowite rozwiązania tego równania dane są przez

x = x0 +
bt

d
oraz y = y0 −

at

d
, t ∈ Z.
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Dowód. Sprawdzamy, że

a

(
x0 +

bt

d

)
+ b

(
y0 −

at

d

)
= ax0 + by0 = c.

Dalej, niech x, y ∈ Z będzie rozwiązaniem równania ax + by = c. Wtedy ax + by = c = ax0 + by0. Stąd
a(x − x0) = b(y0 − y). Jeżeli a = a1d i b = b1d, dla pewnych a1, b1 ∈ Z, to wówczas też a1(x − x0) =
b1(y0 − y). Ponieważ NWD(a1, b1) = 1, więc b1|x − x0. Niech x − x0 = b1t, dla pewnego t ∈ Z. Stąd
x = x0 + b1t = x0 + bt

d . Ponadto a1b1t = b1(y0 − y), skąd y = y0 − at
d . !

Przykład:
(10) Wszystkie rozwiązania równania

66x + 48y = 18

wyrażą się wzorami
x = 9 + 8t, y = −12− 11t, t ∈ Z.


