Struktura zbioru rozwigzan
uktadu réwnan liniowych.



Definicja:

Niech F bedzie ciatem, niech Uy bedzie uktadem jednorodnym m
réwnan liniowych o n niewiadomych i wspotczynnikach z ciata F.
Niech Up bedzie podprzestrzeniag F” rozwigzan uktadu Up.

Kazda baze Uy bedziemy nazywaé uktadem fundamentalnym
rozwigzan ukfadu Up, a kazde przedstawienie parametryczne Uy
rozwigzaniem og6lnym uktadu U.

Niech U bedzie uktadem m réwnan liniowych o n niewiadomych i
wspbtczynnikach z ciata F.

Niech W bedzie warstwa podprzestrzeni przestrzeni F"
wyznaczong przez rozwiazania uktadu U.

Kazde przedstawienie parametryczne W nazywamy rozwigzaniem
ogoélnym uktadu .



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech U < F" bedzie wyznaczona przez
réwnanie a;x; + ...+ apx, = 0, dla pewnych a3, ..., a, € F nie
wszystkich réwnych zeru.

Woéwczas U jest hiperptaszczyznga.



Dowdd.

Zatézmy, ze a1 # 0.

Woéwczas €1 ¢ U, a wiecdimU < n—1.

Ponadto e; — :—iq, €3 — j—iel, e €p— %:61 € U i wszystkie te
wektory s3 liniowo niezalezne. L]



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech U < F" bedzie wyznaczona przez
uktad m réwnan jednorodnych o n niewiadomych.
Wéwcezas dim U > n— m.



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niec U < F" bedzie hiperptaszczyzna.
Woéwczas U jest wyznaczona przez réwnanie aijxy + ...+ anx, = 0,
dla pewnych ay,...,a, € F nie wszystkich réwnych zeru.



Dowdéd:

Zatézmy, ze (a1, ..., ap—1) jest baza podprzestrzeni U.
Niech
aj =lan,...,ain), dlaie{1,...,n—1}.

Rozwazmy uktad réwnan
anxi+ ...+ apxn =0
arxy+ ...+ amx, =0
Up -

an-11X1+ ...+ an—1nXn = 0

i niech Uy oznacza podprzestrzen rozwigzan uktadu Uy.



dim Uy > n— (n—1) =1, niech zatem 6 # [b1, ..., by] € Up.
Podprzestrzen W wyznaczona przez réwnanie

bixy + ...+ bpyx, = 0 jest hiperptaszczyzna.

Ponadto, wobec okreslenia [by, ..., by], a1,...,ap—1 € W itym
samym U = lin(ag,...,ap—1) C W.

Poniewaz dim U = dim W = n — 1 oznacza to, ze U = W.



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech U < F" bedzie podprzestrzenia
k-wymiarowa.

Woéwczas U jest wyznaczona przez przez uktad ztozony z n — k, ale
nie mniej, jednorodnych réwnan liniowych.



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech Wy, ..., Wy < F" beda
hiperptaszczyznami.

Niech /; = 0 bedzie réwnaniem hiperptaszczyzny W;,

li € Fh[Xl,...,Xn], i € {1,...,/(}.

Woéwczas dim(Wi N ...N W) = n — k wtedy i tylko wtedy, gdy
formy liniowe /i, ..., Iy s3 liniowo niezalezne.



Dowéd:

Zatézmy, ze formy h,. .., Iy s3 liniowo zalezne.
Jedna z tych form jest kombinacja liniowa pozostatych — mozemy
zatozyé, ze Iy jest kombinacjg liniowa form f, ... [_1.

Woéwczas uktady

oraz

k=0 lk—1 =0

maja identyczne zbiory rozwigzan, a wiec
Win..nW,=win...0n W,_j.

dm(Win...NnWx_1) >n—k—-1=n—k+1>n—k, wiec
dim(Win...nWy) > n— k.

Udowodnilismy zatem, ze jezeli dim(Wy N ...N W) = n— k, to
formy f,..., Ik s3 liniowo niezalezne.



Zatbézmy, ze formy I, ..., I, sa liniowo niezalezne.

Uktad (h,...,lx) uzupetniamy do bazy (h,...,lk,...,In)
przestrzeni liniowej Fp[x1,...,x,]1 form liniowych n zmiennych.
Niech W; bedzie hiperptaszczyzna wyznaczong przez réwnanie
i=0,ie{l,...,n}.



Pokazemy, ze Wi N ...N W, = {6}.

Poniewaz h, ..., I, generuja przestrzen Fp[xy, ..., x,]1, wiec formy
X1, ...,Xp S3 kombinacjami liniowymi form f,...,/,.

Tym samym kazdy wektor bedacy rowigzaniem uktadu

h=0
Ih=0
jest tez rozwigzaniem ukfadu x; = 0,...,x, =0, a wiec

Win...n W, c{6}itymsamym Win...n W, ={6}.



W szczegélnosci dim(Wi N...NW,) =0.
Poniewaz dim(Wyy1 N...N W,) > n— (n— k) = k, wiec:

0 = dm(Win...0nW,)>dim[(Win...0nWe)N (W1 nN...

dim(Win...nWy) +dim(Wys1n.oo.nWy,) —n

>
> dim(Win...n Wx)+k—n,

czylidim(Win...Nn W) < n—kitym samym
dim(Win...nWy)=n—k.



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech hi,..., Ik € Fp[x1,...,Xa]1, niech
U < F" bedzie podprzestrzenig wyznaczong przez uktad réwnan

Up :

Woéwczas dim U = n —dim lin(h, ..., )



Dowdd.

Niech dim lin(h,...,lx) = r i niech I, ..., [; bedzie maksymalnym
liniowo niezaleznym podzbiorem {h,..., I}

Woéwczas U jest wyznaczona przez uktad

OJ

idmU=n—r=n—dimlin(h,..., ).



Definicja:

Niech F bedzie ciatem.
Niech A = [a;] € M](F).
Oznaczmy i = [ aip ... ajn |, dla i€ {1,

g
A= .
Brm

Oznaczmy ponadto:

alj

aj = : ,dlajed{l,..

amj

takabyA:[ozl‘...‘a,, ]

..., m}, tak aby

-, N},

Liczbe dim lin(B1, . . ., Bm) nazywamy rzedem wierszowym
macierzy A, a liczbe dim lin(a, . .., «,) nazywamy rzedem

kolumnowym macierzy A.



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;;] € M, (F).
Rzad kolumnowy macierzy A réwny jest jej rzedowi wierszowemu.



Dowdd:

Oznaczmy 3; = [ a1l ... ain ] dlaie€ {1,...,m}, tak aby
p
A=
Bm
oraz
alj
aj = 5 ,dlaje{1,...,n},
amj



Podprzestrzen Z(aq,...,a,) przestrzeni F" jest identyczna z
podprzestrzenia rozwigzan uktadu

ajx1+ ...+ aipxn =0

amix1 + ...+ amnxn = 0.



Zatem:
dim Z(a,...,ap) = n—dimlin(ag, ..., a,).
Ponadto:

dim Z(a1,...,ap) =n—dimlin(h,..., In),

gdzie [; = ajix1 + ... + ajpXn € Fh[Xl,...,Xn]l, dlaie {].,...

Przeksztatcenie ¢ : Fp[x1,...,xs]1 — F" dane wzorem
o(crxy + ...+ caxn) = [c1,- .-, Cnl

jest izomorfizmem przestrzeni liniowych, a wiec
dim/lin(h, ..., ln) =dimlin(f1,...,0m).

,m}.



Reasumujac:

n—dimlin(ag,...,an) = dimZ(aq,...,ap)
n—dimlin(h,...,In)
= n—dimlin(B1,...,0m),

a wiec dim lin(az, ..., a,) =dimlin(f1, ..., Bm).



Definicja:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;;] € M, (F).
Wspdlng wartos¢ rzedu kolumnowego i rzedu wierszowego macierzy
A nazywamy rzedem macierzy A i oznaczamy r(A).



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;;] € M, (F).

Wartos¢ r(A) nie ulegnie zmianie, jezeli na kolumnach lub
wierszach macierzy A wykonamy operacje elementarne typu 1, 2
lub 3.



Przyktad:

1. Powyzszy wniosek daje praktyczng metode znajdowania rzedu
macierzy: najpierw sprowadzamy przez operacje elementarne
dana macierz do postaci tréjkatnej, a nastepnie zliczamy
niezerowe wiersze lub kolumny.

Dla przykfadu obliczymy rzad macierzy
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Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech A = [a;] € M}, (F). Wéwczas
r(A) = r(AT).



Whiosek:

Niech F bedzie ciatem, niech

aux1+ ...+ apxn =0
Uy :
amixX1+ ...+ amnxn =0

bedzie uktadem m jednorodnych réwnan liniowych o
wspotczynnikach z ciata F, niech

niech Uy < F" bedzie podprzestrzenia rozwigzan uktadu Up.
Woéwczas
dim Up = n — r(A).



Whiosek (twierdzenie Kroneckera-Capelliego):

Niech F bedzie ciatem, niech

a11x1 + ...+ ainxn = b1 aixy+...+apx, =0
U: - oraz Uy :

amiXi + ...+ amnXn = bm amixi + ...+ amnxp = 0,
beda uktadami m réwnan liniowych o wspétczynnikach z ciata F i
m jednorodnych réwnan liniowych o wspoétczynnikach z ciata F

otrzymanym z réwnan uktadu U przez zastapienie prawych stron
zerami, niech

aill dai12 ... din b1 ail dl12 ... diln
A= ; : ; ; oraz Ap =

amli a@m2 ... amn bm dml dm2 --- dmn

niech Uy < F" bedzie podprzestrzenia rozwigzan uktadu Up.



Woéwczas uktad U ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy
r(A) = r(Ao).

Ponadto jesli uktad U ma cho¢ jedno rozwigzanie, to wdwczas
zbiér wszystkich rozwigzan jest warstwa podprzestrzeni Uy, przy
czym dim Up = n — r(A).

W szczegblnosci uktad ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i
tylko wtedy, gdy r(A) = r(Ao) = n.



Dowdéd:

Wystarczy udowodni¢, ze uktad ma rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy r(A) = r(Aop).

Oznaczmy
aij b
aj = : ,dlaje{l,...,n}, oraz aj = S
amj bm
tak, aby A = [ a1 ‘ ...‘an‘ﬁ ]

Uktad U mozemy zapisaé wektorowo jako

Uy : xpaq + ...+ xpa, = 0.



Elementy ay,...,a, € F s3 rozwigzaniem uktadu U,,

=
a1+ ...+ apa, =0
=
B € lin(aq,...,ap)
<~
lin(aa,...,an) = lin(ag, ... a6, 3)
=
dimlin(a, ..., an) =dimlin(as,. .., an, 8) (jako ze

lin(aa,...,apn) Clin(ag, ..., a6 3))

=
r(Ao) = r(A).



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech

a11x1 + ...+ ainxn = b1

amiXi+ ...+ amnXn = bm
niech ponadto

all aio e din b1
A=

aml am2 .- amn bm

anxi+ ...+ apxn=0

oraz Uy :
amixi + ...+ amnxp = 0,
alil di2 ... din
oraz Ap =
dml dm2 .- Amn

Woéwczas uktad U jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy

r(A) = r(Ao).



Dowadd:

Woczesdniej zauwazyliSmy, ze uktad sprzeczny nie ma rozwigzan, a
zatem, wobec twierdzenia Kroneckera-Capelliego, r(A) # r(Ao).
Pozostaje sprawdzi¢, ze jesli uktad jest niesprzeczny, to

r(A) = r(Ao).

Zatézmy, ze r(A) # r(Ao).



Niech 8i = [ ajp ... ain |, dlaie{1,...,m},iniech

Bi=1[a1 ... am bi] dlaie{l,...,m}, tak aby
A B
Ao = : oraz A = :
Bm B
Niech ponadto
aij bl
aj = 5 ,dlaje{l,...,n}, oraz B =
amj bm



Wéwczas:

dim/in(B1,...,8m) = r(Ao) =dimlin(ay,...,ap)
dimlin(a, ..., an, 3)
r(A) = dim lin(By, ..., Bh),

A

a zatem r(Ag) < r(A).



Istniejg zatem liczby naturalne iy, ..., is takie, ze wektory
, ) . . ) .
i -0, sa liniowo niezalezne, a wektory Bj;, ..., B, sa liniowo

zalezne.

Tym samym istniejg as, ..., as € F takie, ze
a1 + ...+ asf, # 0 oraz a1 + ...+ asfi, = 6.

Tym samym a13; + ...+ asB;, = [0,0,...,0, ], dla pewnego
a#0.

Wobec tego mnozac ij-te réwnanie uktadu U przez aj, a nastepnie
dodajac stronami tak zmodyfikowane réwnania, otrzymujemy
0=a



