Kombinacje liniowe wektoréw.



Definicja:
Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech A C V.
Zbiér wektoréw A nazywamy liniowo niezaleznym, jezeli

Vmée NVvy,...,vy, € AVay,...,am € F

[a1v1+...—|—amvm:0:>al:32:...:am:0].

Jezeli dany zbiér wektoréw nie jest liniowo niezalezny, to méwimy,
ze jest liniowo zalezny.



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech

A={vi,...,vm}.
Woéwczas zbidr A jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy:

Vai,...,am € Flaivi+...+amvm =0 = a1 =a=...=a, =0|.



Przykfady:

1. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F3.

1 0 0
Woéwczas wektory e = [ 0 |, eo=| 1 [ ies=| 0 | sa
0 0 1

liniowo niezalezne.
Istotnie, ustalmy a1, ap, a3 € F i zatébzmy, ze

1 0 0 0
ai| 0| 4+af|l|4+a|0]|=]|0
0 0 1 0



Oznacza to, ze aj, as, a3 jest rozwigzaniem uktadu:

la; +0ay +0a3 =0
U:<¢0a;+1ar+0a3 =0
O0a; + 0ay +1a3 =0

Macierz wspétczynnikéw lewych stron réwnan uktadu U jest réwna
1 00
A=101 0|,
0 01

a jej wyznacznik det(A) = 1 # 0, a zatem wobec wzoréw Cramera
uktad ten ma dokfadnie jedno rozwigzanie a; = a» = a3 = 0.



2. Niech F bedzie dowolnym ciatem i rozwazmy przestrzen F3.

1 0 1
Woéwczas wektory e = | 0 |, ea=| 1 | ie1+e=1| 1
0 0 0
s liniowo zalezne.
Istotnie:
1 0 1 0
1 O|+1-]1]-1 1 (=10



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Vi,...,Vm € V. Wektory vq,..., vy s3 liniowo zalezne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieje wektor v € {vi,..., vy} bedacy
kombinacja liniowg pozostatych.



Dowdd:

(=) : Zatézmy, ze vi,..., vm s3 liniowo zalezne.

Woéwczas istniejg skalary ai,...,am € F takie, ze
avi+ ...+ amvm = theta,

z ktérych przynajmniej jeden jest niezerowy.
Powiedzmy, ze a; # 0.
Wobec tego:



(<) : Zatézmy, ze jeden z wektordw, powiedzmy vy, jest
kombinacja liniowa va, ..., vpy:

vi=aWo + ...+ amVm-

Woéwczas 1-vi —apvo — ... — amVm = 0 oraz 1 # 0.



Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
A C B C V. Wéwczas:

1. jesli A jest liniowo zalezny, to B jest liniowo zalezny;
2. jesli B jest liniowo niezalezny, to A jest liniowo niezalezny;

3. jesdli A jest liniowo zalezny, to istniejg wektory vi,..., vy, € A,
ktére sa liniowo zalezne.



Definicja:

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech U < V.
Warstwg wektora v € V wzgledem podprzestrzeni U nazywamy
zbidr

v+U={v+w:we U}

Zbiér wszystkich warstw oznaczamy przez V//U.



Przyktad:

3. Rozwazmy ciato Z3 i przestrzen Zg.

B ARTA

jest podprzestrzenig przestrzeni Z%, za$ sama przestrzen Z%
sktada sie z nastepujacych wektoréw:

s - (213103
HiIRER!
HiBtR]






Twierdzenie:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech U < V.

W zbiorze warstw V /U definiujemy dodawanie:
(v+U)+(w+U)=(v+w)+ U

oraz mnozenie przez skalar a € F:

a-(v+U)=(a-v)+ U.

Woéwczas (V /U, F,+,-) jest przestrzenia liniowa. Nazywamy ja
przestrzenia ilorazowg.



Przyktad:

4. Odwotujac sie do poprzedniego przykfadu, rozwazmy
przestrzen ilorazowa Z3/U = {U, Wy, Wh}, gdzie

o={[s][s]-[3]}
m{[3] LR B

Sprawdzamy, ze, na przyktad:

o= (29 (2]
(o[-



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech m,n € N i rozwazmy uktad réwnan o
wspdtczynnikach z ciata F:

ax1+ ...+ ainxn = b
anx1 + ...+ anpxp = b

amiX1 + ...+ amnXn = bm.

Niech ponadto Uy bedzie uktadem jednorodnym powstatym z U
przez zastgpienie prawych stron réwnan zerami:

ajixy+...+anxp =0
anxi+...+amx, =0

amiX1 + ...+ amnxn = 0.

Woéwczas zbidr rozwigzan Sol(U) jest warstwa podprzestrzeni
rozwigzan uktadu jednorodnego U = Sol(Up) w przestrzeni F".



Dowéd:

X1 7

Niech : oraz : beda rozwigzaniami uktadu /.
Xn Yn

Pokazemy, ze

X1 i X1 — 0N
— : = : elU= Sol(Z/lo).

Xn Yn Xn — Yn



Ustalmy i € {1,..., m}.
Wédwczas:

ajt(x1 — y1) + ain(x2 — y2) + ... + ain(xn — yn)
= (aiix1 + aipx2 + ...+ ainxn) — (ai1y1 + aioy2 + ... + ainyn)

= bj—b;j=0.
X1 7
Oznaczato,ze | : | €| : | +U.
Xn Yn
X1 n
Wobec dowolnosci | @ |, oznacza to, ze Sol(Ud) C | @ | + U.

Xn Yn



Dla dowodu drugiej inkluzji ustalmy

y1 4] n+az n

: + : = : c : + U, gdzie
L Yn J Zn Yn+ 2Zn Yn

z]

e U.

. Zn -
Ustalmy i € {1,..., m}.
Wéweczas:

ait(yi +2z1) +an(y2+2)+ ...+ ain(yn + zn)
(aiyr + ainy2 + ... + ainyn) + (ai1z1 + ainz2 + . . . + ainzn)
bi 4+ 0 = b;,

y1 z1 1
azatem | ¢ |+ | | €Sol(U)i | | +UC Sollh).
Yn Zn Yn



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Up,...,U, < V.

1. Zbiér
U1+U2:{U1+U2:U1€ Ui, up € U2}

jest podprzestrzenig przestrzeni V.
2. Zbiér

Ui+...+Us={wni+...4+up:u € U,...,up € Uy}

jest podprzestrzenig przestrzeni V.



Dowdéd:

Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega
analogicznie.
Ustalmy u1 + wp, uj + uy € Uy + Us, gdzie u, uy € U oraz
up, Uy € Us.
Woéwczas:
(i1 + wp) + (uf + uh) = (11 + vy) + (w2 + up) € Uy + Us.
—_—

S el

Ponadto dla a € F:

a(uy + wp) = (auy) + (awz) € Uy + Us
—— =

S el



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Up,...,U, < V.

Podprzestrzen U; + U nazywamy suma podprzestrzeni Uy i Us.
Ogolniej, odprzestrzen Uy + ... + U, nazywamy suma
podprzestrzeni Uy, ..., U,.



Przyktad:

5. Rozwazmy przestrzen liniowa V' i jej podprzestrzenie

U=lin(u,...,up) oraz W = lin(wi, ..., wn). Wowczas:
veU+W & v=u4+worazue UweW
& v=u-+woraz u= ayui + ...+ apup,
w=bw+...4+ bpwpn,
dla pewnych ay,...,a, € F,by,...,bm € F
& v=aui+...+apup+ biwy + ...+ bpwp,
dla pewnych ay,...,ay, b1,...,bpy € F
< velin(u,...,up,wi,. .., Wn).

A zatem

lin(uy, ..., un)+lin(wy, ... ,wp) =lin(ur,...,up,wi,..., Wn).



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Ug,...,U, < V.
1. Nastepujace dwa warunki s3 réwnowazne:
(a) Unt, = {9},
(b) jesli ug + up = uf + uh, gdzie uy,uy € Uy, up, th € Us, to
Uy = Uy oraz up = uj.
2. Nastepujace dwa warunki sg réwnowazne:
(a) U;ﬂ(U1+...+ Ui_1+ U,'+1+...+ U,,):{G}, dla
ie{l,...,n},
(b) jesli vy +wo+ ...+ up = vy + s+ ...+ ul, gdzie u;, v} € U,
dlajie{l,...;n}, tou;=ul, dlaie{l,...,n}.



Dowéd:

Pokazemy cze$¢ (1) uwagi, dowdd czesci (2) przebiega
analogicznie.

Zatézmy, ze U; N Us = {0} i niech u1 + up = uj + uh, dla pewnych
up, Uy € Ur, up, uy € Us.

Wéwezas U 5 ug — uy = uh — up € Us.

Skoro Uy N U = {0}, wiec ug — v} =0 oraz ub — up = 6.

Stad u; = v} oraz up = uj.



Na odwrét, zatézmy, ze jesli vy + up = uj + uj, gdzie uq, uj € Us,
up, Uy € U, to uy = uy oraz up = ub.

Ustalmy u € U N Us.

Woéwczas:

a zatem u = 6.



Definicja:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Ug,...,U, < V.

Jezeli V = Uy + U, oraz spetniony jest jeden z dwdch
rownowaznych warunkéw Uwagi 1., to méwimy, ze V' jest suma
prostg podprzestrzeni U; i U, co oznaczamy przez V = U; @ Us.
Podprzestrzen U, nazywamy wtedy dopetnieniem liniowym
podprzestrzeni Uj.

Ogodlniej, jezeli V = Uy 4+ Uz + ... + U, oraz spetniony jest jeden z
dwdéch rownowaznych warunkéw Uwagi 2., to méwimy, ze V jest
suma prosta podprzestrzeni Uy, Us, ..., U,, co oznaczamy przez
V=UoUod...® U,.



Uwaga:

Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem F, niech
Up,....,U,<VinechV=U®U®...& U, Wowczas
V§U1XU2><...><U,7.



Dowadd:

Zdefiniujmy odwzorowanie f : V — Uy x Us x ... x U, wzorem
fluu+u+...+uy) = (u,u2,...,Upy).

Sprawdzenie, ze jest to dobrze okreslony izomorfizm pozostawiamy
czytelnikowi jako nietrudne ¢wiczenie.



