Wyznaczniki



Definicja:

Niech A € M](F) i niech Ajj oznacza macierz powstata z A przez
skreslenie j—tego wiersza i j—tej kolumny.

Wyznacznik macierz A definiujemy indukcyjnie w oparciu o
rozwiniecie Laplace’a wzdtuz pierwszego wiersza macierzy A:

> det([a11]) = au1;

> det(A) = an det(All) —aio det(A12) +...+ (—1)1+" det(Al,,).
Zamiast det(A) piszemy tez |A|.
Pojawiajace si¢ w definicji wyznaczniki det(A;;) nazywamy
minorami macierzy A.



Przyktad:

. a1l 4a12
1. Niech A = .
a1 a»n
Woéwczas:

det(A) = aji1ad — aioani.



2. Niech A =

Wdweczas:

d11 412 413
az1 ax axs
a31 432 4a33

det(A) = aii(axazs — apas)
— aip(ari1ass — anzazi)

+  ai3(ax1az — axaszi).



Wzér ten stosunkowo tatwo jest zapamietaé stosujac schemat
Sarrusa:

Powiekszamy macierz A jeszcze raz przepisujac jej dwie pierwsze
kolumny:

a11 d12 413 d11 a2

a1 dx» ax3 ax ax |,

da31 d32 433 a3 a3



Nastepnie dodajemy do siebie iloczyny wszystkich tréjek czynnikéw
lezacych na przekatnych biegnacych z lewego gérnego do prawego
dolnego rogu oraz odejmujemy iloczyny trdjek z przekatnych
biegnacych od prawego gérnego rogu do lewego dolnego:

\;?{2?&/
/Zf‘&%l\

i w rezultacie otrzymujemy:

det(A) = a11a22a33 + a12a23a31 + ai13a21432

— d13d224d31 — d114d234d32 — d12421433-



Widzimy, ze obliczanie wyznacznikéw wprost z definicji jest mato
ekonomiczne z obliczeniowego punktu widzenia:
» obliczenie wyznacznika macierzy stopnia 3 wymaga obliczenia
3 wyznacznikéw macierzy stopnia 2,

» obliczenie macierzy stopnia 4 wymaga obliczenia 4
wyznacznikéw macierzy stopnia 3, a zatem 12 wyznacznikéw
macierzy stopnia 2 itd.

W praktyce wyznaczniki obliczamy stosujac odpowiednie operacje
elementarne na wierszach i kolumnach macierzy.



Twierdzenie o wyznaczniku macierzy tréjkatne;j:

Niech A = [ajj] € M](F) bedzie macierza tréjkatnag, a zatem taka,
ze a;j =0, gdy i <.
Woéwczas

det(A) = ai1-a»-...-ann-



Dowadd:

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n =1 teza jest oczywista.

Zatézmy, ze A = [ajj| € M](F) jest macierza tréjkatng i ze
wyznacznik kazdej macierzy tréjkatnej stopnia n —1 > 1 réwny
jest iloczynowi wspotrzednych na gtdéwnej przekatnej.



Wdweczas:

alil 0 0 [P 0 0
a1 ax» 0 ... 0 0
det(A) =
dnl dn2 dnp3 ... dpn-1 @ann
dano 0 [P 0 0
= ay| . . .
dn2 dn3 ... dnn-1 @ann
0-det(A12) + ...+ (—1)""10 - det(A1,)
= d11-a22- ... dnn

wobec zatozenia indukcyjnego.



Twierdzenie o wyznaczniku macierzy klatkowe;j:

Niech A = [aj] € M](F), B = [bj] € MJ(F), C = [cjj] € M} (F) i
D = [dj] € MT(F).
Niech ponadto

aij, gdy 1<nj<n,

A|lC . Cij—n, gdy i < naj > n,
E = = [ej], gdzie ej = | . .
D|B di—njs gdy i>n,j<n,

bi—nj—n, gdyi>n,j>n.

Woéwczas:
1 i%' — det(A) - det(B),
2. '%%' _ (=1)™ det(C) - det(D).



Dowadd:

Udowodnimy cze$¢ (1), dowdd czesci (2) jest analogiczny i
pozostawimy go jako ¢wiczenie.

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n=1 i dowolnego m:

a1l 0 0 0 0
Al© di bu b2 ... bim-1 bim
N
dml bml bm2 cee bm,m—l bmm

= a1 - det(B) = det(A) - det(B).



Zatézmy, ze dowodzony rezultat jest prawdziwy dla dowolnej liczby
naturalnegf moraz n—1 > 1.

Niech A = [a;j] € M](F), B = [bj] € MJ(F), D = [d;j] € M](F)
i niech D; oznacza macierz powstaty z D przez wykreslenie j—tej
kolumny.

Woéwczas:

Ale . :
‘ D|B ':Z(—l)H’aU

Jj=1

Alj@
D [B|



Poniewaz Ay; jest macierzg stopnia n — 1, wigc wobec zafozenia

indukcyjnego:

'TJ’?' = det(Alj)det(B),
a stad:
Alo] O i | Ayle
‘T’?‘ - Z;(_l) V™D, B

J

— Z(—1)1+jaljdet(A1j)det(B)

= (Zn:(l)1+jaljdet(A1j)> -det(B) = det(A) - det(B).

Jj=1



Twierdzenie o wyznaczniku macierzy transponowanej:

Niech A = [a;] € M?(F) i niech AT = [b;j] € M?(F) bedzie
macierza transponowang do A, czyli zdefiniowang wzorem
b,‘j = djj.
Woéwczas

det(A) = det(AT).



Dowadd:

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n = 1 twierdzenie jest oczywiste, gdyz wéwczas A = AT.
Dla n = 2 twierdzenie wynika wprost ze wzréw podanych w
Przyktadzie (1).

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 > 2.



Niech A = [a;j] € M](F), niech A; x.j,; oznacza macierz powstata z
A przez wykreslenie wierszy o wskaznikach i oraz k, a nastepnie
kolumn o wskaznikach j oraz /.

Woéwczas:
Z(—1)1+jalj det(Alj) = Z(—1)1+jalj det(AIj)
j=2 j=2
= Z(_1)1+jalj <Z(—1)2+ia;1 det(AL,-;l,j))
j=2 i=2

n
= ) (-1 ayja; det(Ay ).
”J:2



Podobnie:

n n

> (1) apdet((AT)) = D (~1)ai det(An)
i=2 i=2
= Z(—1)1+ia;1 Z(—1)2+jalj det(AL,-;l,j)
i=2 j=2

n
= > (-1)" M ayjan det(Ay i ).
ij=2



Wobec tego:

n

det(A) = > (—1)"ay;det(Ay)
j=1

= ) (~1)"ay; det(Ay)) + a11 det(Aq)
j=2

- Z(—l)”'a;l det((A7)1;) + a1 det((A")11)
i—2

= zn:(—l)”"afl det((AT)1j) = det(AT).
i—1



Twierdzenie o liniowosci wyznacznika:

Niech A = [a;] € M7(F
Oznaczmy (3; = [ an ] dla i e {1,.

Niech ponadto A, i € F oraz (3 =

Woéwczas
[ b1 i [ f1 ]
Bi—1 Bi—1
det ABi + p: = \det Bi
Bit1 Bit1
L Bn i L Bn |

., n}, tak aby

+pdet

b1

ﬁll

5/+1

e




Dowdd:

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Dla n =1 teza jest oczywista.

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla wyznacznikéw macierzy
stopnian—12>1.

Jezeli i > 1, to teza wynika wprost z zatozenia indukcyjnego i
definicji wyznacznika.



Zatézmy wiec, ze i = 1.

Woéwczas:
AByL + 1B,
det L Z (—1) Y (Nayj + pay;) det(Ay))
B o
= A _(-1)"ayjdet(Ay) + p Y (—1)al; det(Ay),
j=1 Jj=1
ABy + 1B,
gdzie A = L

Bn



b1 1

o 2 B2 _
Poniewaz Ay; = |7 oraz Ayj = |7 wiec
ﬁn lj ﬁn lj
R
u , B2
Z(—1)1+Jalj det(Alj) = det -
j=t i
L On
oraz ) ;
A1
z , B2
Z(—1)1+Ja’1j det(Ayj) =det | |[——
j=1 :
L On

co konczy dowdd twierdzenia.



Whiosek:

Niech A = [a;;] € M](F). Oznaczmy:

ayj
aj = : ,dlaje{1,...,n},
anj
tak aby A = [ a ‘ ‘ Qap ] Niech ponadto A, u € F oraz
ay;
a}: :
a;,j
Woéwczas:
det ([ o1 ‘ ‘ aj_1 ‘ Aayj + el ‘ Qji1 ‘ ‘ an )
= )\det([ o1 ‘ ‘ 1 ‘ o ‘ Q1 ‘ ‘ Qp ])
|

+ udet([ a1 ‘ ...‘aj_l‘a”ajﬂ ‘



Whiosek o zwigzku wyznacznika z operacjami elementarnymi
typu 2:

Niech A = [a;] € M](F).
1. Jezeli w macierzy A pomnozymy i—ty wiersz przez X € F, to
wyznacznik det(A) réwniez nalezy pomnozyé przez \ € F.

2. Jezeli w macierzy A pomnozymy j—ta kolumne przez \ € F,
to wyznacznik det(A) réwniez nalezy pomnozy¢ przez A € F.



Twierdzenie:

Niech A = [a;j] € M](F).
Oznaczmy Bj = [ ajp ... ajn |, dlaie{1,...,n}, tak aby
p1

B

Jezeli B; = Pk, dla pewnych i, k € {1,...,n}, i # k, to wéwczas
det(A) = 0.

A—




Dowadd:

Mozemy bez straty ogdlnosci zatozy¢, ze i < k.

Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem n.

Jezeli n=2, to i =1 oraz k = 2 i dowodzony wzér wynika wprost
ze wzoru na wyznacznik macierzy stopnia 2.

Zatézmy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla macierzy stopnia
n—12>2.

Jezeli i > 1 to teza wynika wprost z zatozenia indukcyjnego i
definicji wyznacznika.



Zatézmy wiec, ze i = 1.
Mozemy réwniez zatozy¢, ze k = 2, jezeli bowiem k > 2, to na

mocy udowodnionej juz czeSci twierdzenia:

det

[ B

L Bn

B2 + B
5k'—1
B2 + Bk

Br+1

=0, det

Br ]

fe

Br—1

B2

Brt1

Bn

=0, det




Wobec Twierdzenia o liniowosci wyznacznika:

det

_|_

det

B2 + B

B2 + B
Br+1
Bn

[ b1

Br ]

B k.— 1

= det

2

Brt1

+ det

Br ]

Bk.— 1
B2

Bn |
S
Bk

+ det

B k'— 1

Br+1

Bn




skad

B
ﬁk.—l
B2

Br+1

det(A) = —det

5

i tym samym wystarczy rozwazaé przypadek / = 1 oraz k = 2.




Oznaczmy przez A; 2.5+ macierz powstaty z A przez skreélenie
dwéch pierwszych wierszy oraz kolumn o wskaznikach s i t.
Woéwczas:

n

det(A) =) (—1)""ay; det(Ay;)

j=1
n Jj—1
= Z(—1)1+Jalj [(Z(—1)1+5325det(A172;s,j)>
j=1 s=1
+ Z (—1)5325 det(Al,g;j,s)
s=j+1
n Jj—1
= Z(—1)1+Jalj [(Z(—1)1+5815 det(ALz;s,j))
j=1 s=1
+ Z (—1)5815 det(ALz;j,s)

s=j+1



a11d12 det(A172;172) + ...+ (—1)”81131,, det(A1,2;1,n)
a1oail det(A172;172) + ...+ (—1)”81231,, det(A1,2;2,n)

(—1)"a1pa11 det(A12:1,0) + - .. + a1par,n—1 det(A12.n—1,n) = 0.



Whiosek:

Niech A = [a;;] € M](F). Oznaczmy:

alj
aj = : ,dlaje{1,...,n},
a,,j
tak aby A=[ a1 | ... | an |. Jezeli aj = c, dla pewnych

i,k €{1,...,n}, i # k, to wéwczas det(A) = 0.



Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 1:

B
Niech A=[a;] € MJ(F), Bi=[ ain ... am ], A= :

- B
51
ﬁi-—l
B

Bit1

Woéwczas det(A) = — det

ﬁk-— 1
Bi

Br+1

x



Dowadd:

Rozwazmy macierz B =

b1
ﬁi.—l
Bi + B
Bit1
ﬁk.—l
Bi + B

Br+1

Bn




Wobec Twierdzenia o liniowosci wyznacznika det(B) = 0.
Ponadto:

det B = det(A)

_l’_

det

b1
ﬁi.—l
B

Biv1

ﬁk.—l
Bi

Br+1

o

+ det

1
ﬁi-—l
Bk

Bit1

ﬁk-—l
Bk

Br+1

o

+ det

B

Bi—

1

Bit1

ﬁk-—l
Bi

Br+1

o




= det(A) + det

F g

Bi—1
B

Bit1

ﬁk.—l
Bi

Br+1

e




Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 1:

Niech A = [a;j] € M](F). Oznaczmy:

alj
aj = : ,dlaje{1,...,n},
a,,j
tak aby A = [ oq ‘ ‘ ap ] Woéwczas

|A|:—‘ al‘...‘a;_l‘ak‘a;+1‘...‘ak_l‘ai‘ak+1‘...‘an !



Whiosek o zwiazku z operacjami elementarnymi typu 3:

Niech A = [a;] € M2(F).

Oznaczmy f3; = [ ail ... ain ] dla i€ {1,...,n}, tak aby
f1
A=
Bn
Niech A € F.
Woéwczas: ) :
b1
Bi
det(A) = det :
Bk + ABi
L Bn




Dowadd:

Wystarczy zauwazy¢, ze:

det

ot

o

Y

A

= det

+Adet

= det(A).



Whiosek o zwigzku z operacjami elementarnymi typu 3:

Niech A = [a;;] € M](F). Oznaczmy:

ai;
aj = : ,dlaje{l,...,n},
anj
tak aby A = [ a1 ‘ ‘ Qp ] Wéwczas

det(A)z—det([al ‘ ...‘a;‘...‘ak—l—)\a;‘...‘an ])



Przyktady:

3. Twierdzenie o wyznaczniku macierzy tréjkatnej wraz z
wnioskami o zwigzkach z operacjami elementarnymi daja
praktyczng metode obliczania wyznacznikéw: najpierw
sprowadzamy dana macierz przez cigg operacji elementarnych
do macierzy tréjkatnej, a nastepnie mnozymy wyrazy na
gtownej przekatne;.

Dla przyktadu obliczymy wyznacznik macierzy

= N w =
A N
WL BN
AN O



Mamy kolejno:

det(A) =

oo o R N

O O O

— o R

1
-2
-1

0

ko — kq

W= BN

2
2
~13
1
ks — 2k

AN O

1
2
-5
3
ky — kq

0
-1

Wy — 3W1
w3 — 7W1
Wyq — Wh

w3 + wa



wy + 13W3

—12

ks + ko

ks — ko

—6

—12

30
2-1-1-1-30=060




Whiosek:

Niech A = [a;j] € M](F). Wéwczas det(A) # 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy macierz A jest elementarnie rébwnowazna macierzy I,.



Podamy teraz trzy wazne rezultaty teoretyczne:
» uogdlnienie drugiej czesci definicji wyznacznika (twierdzenie
Laplace'a),
> zwigzek z ukfadami réwnan (twierdzenie Cramera)

> i zwigzek z mnozeniem macierzy (twierdzenie Cauchy'ego).



Rozwiniecie Laplace’a:

Niech A = [a;j] € M](F) i niech Aj; oznacza macierz powstata z A
przez skreslenie i—tego wiersza i j—tej kolumny. Wéwczas

det(A) = Z(—l)i+jaij det(Aj), dla dowolnych i € {1,...,n},
j=1

det(A) = Z(—l)i+jaij det(Aj), dla dowolnych j € {1,...,n}.
i=1



Dowdd:

Udowodnimy pierwsza cze$¢ twierdzenia, dowdd drugiej czesci
bedzie wynikat wprost z Twierdzenia o wyznaczniku macierzy
transponowanej.

Oznaczmy fBi = [ ajn ... ajp |, dlai€{1,...,n}, tak aby

B

A=

B

Jesdli i =1 to teza twierdzenia wynika wprost z definicji
wyznacznika.



Zatézmy, ze i # 1.
Niech:
C 8
B

Al =1 Bi1
Bit1

L Gn

Woéwczas Ajj = A’lj oraz, stosujac kolejno i — 1 razy Whniosek o
zwigzku z operacjami elementarnymi typu 1

det(A') = (—1) "L det(A).



Stad:
det(A) = (—1)"!det(A)

— (_l)i—l - o i
n J;( 1) a; det(A7;)
= ) (~1)Majdet(Ay).

j=t



Wzory Cramera:

Rozwazmy uktad réwnan:

aiix1+ ...+ aipxn = by
ax1+ ...+ aypxn = by

aniX1+ ...+ apnXxn = bp.

Niech A = [a;j] € M](F) bedzie macierza wspétczynnikéw lewych
stron réwnan ukfadu U i oznaczmy przez A; macierz powstaty z A
przez zastapienie j—tej kolumny kolumna wyrazéw wolnych.
Woéwczas uktad U ma doktadnie jedno rozwigzanie wtedy i tylko
wtedy, gdy det(A) # 0 i wyraza sie ono wzorami

_det(A1)  det(Az) _ det(A,)

T det(A) T det(A) " T det(A)




Dowdd:

Wyznacznik det(A) # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A jest
elementarnie réwnowazna macierzy /,, a to z kolei ma miejsce
wtedy i tylko wtedy, gdy uktad &/ ma dokfadnie jedno rozwigzanie.
Pozostaje udowodnié, ze

det(A;) det(Az) det(A,)
M Get(A) T get(a) T T e a) T

bi7

dlaie{l,...,n}.



Wobec wzoréw Laplace’a

det(A;) = > (1) b;det(A;), dlaj € {1,...,n},
i=1
a wobec tego
D ajdet(A) = > a;(—1)" b; det(Ay)
j=1 j=1 i=1

- 1)i+ja;j det(Aj)

= ¢idet(A



Twierdzenie Cauchy’ego:

Niech A, B € M](F). Wéwczas det(A - B) = det(A) - det(B).



Dowdd:

Niech

A |©
c= [Jﬁ_ e ] |
Wobec twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowe;j:

det(C) = det(A) - det(B).

Niech C’ oznacza macierz powstata przez dodanie do (n + j)—tej
kolumny macierzy C, dla j € {1,...,n}, kolumne pierwsza
pomnozong przez byj, kolumne druga pomnozong przez byj, .. .,
kolumne n—t3 pomnozong przez by;.

Woéwczas det(C) = det(C') i tatwo spostrzec, ze

, [ A|AB
c_[_,n @]



Z drugiej strony
det(C') = (—1)" det(AB)det(—1) = (—1)" (—1)" det(AB) = det(AB),

gdyz dla dowolnej liczby catkowitej n® + n jest liczba parzysta.



