Algebra macierzy



Definicja:

Macierza nad ciatem F nazywamy prostokatna tablice elementéw
ciata F.

Zbiér macierzy o wymiarach m x n oznaczamy M (F).

Napis A = [ajj] oznacza, ze macierz A sktada sie z takich
elementéw, ze w i—tym wierszu i j—tej kolumnie znajduje si¢ aj;.
Macierze A i B s3 réwne, gdy A,B € M](F) i jesli A = [aj],

B = [bjj], to ajj =bjj,dlal <i<m, 1<j<n.



Sume macierzy A = [aj] i B = [bjj], A, B € M](F) definiujemy
jako macierz C = [¢;] € M[(F), gdzie ¢jj = ajj + bj.

lloczyn macierzy A = [aj], A€ M (F), przez skalar A € F
definiujemy jako macierz C = [c;] € M/ (F), gdzie ¢jj = A x ajj.
Macierz zerowa © definiujemy jako © = [0].



Uwaga:

W szczegdlnosci zauwazmy, ze dodawanie jest dziataniem
wewnetrznym w zbiorze macierzy, a mnozenie przez skalar jest
dziataniem zewnetrznym.



Przyktady:

1. Whprost z definicji dodawania macierzy nad ciatem R:

BRI ER IR



2. Dodawanie [ L2

3 4 } + [ 5 6 } nie jest wykonalne.



3. Whprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R przez

skalar z ciata R:
5. 1 2] [2 4
3 4| |6 8|



Twierdzenie:

Niech F bedzie ciatem, niech A, B, C € M}(F), niech A\, € F.
Woéwczas:

1. (A+B)+C=A+(B+C),

O+ A=A,
A+ (—A) =0,

(A + p)A = AA+ pA,
AMA+ B) = M + AB,

A(uA) = (A)A,
1-A=A0-A=0,

jesi MA=0©,to A=01lub A=0O.

© 0NN



Uwaga:

W szczegdlnosci zauwazamy, ze (M1 (F),+) jest grupa
przemienng, w ktérej elementem neutralnym jest ©, a element
przeciwny do A to —A.



Definicja:

lloczynem macierzy A = [aj;] i B = [bj], gdzie A € M](F),
B € MJ'(F), nazywamy macierz C = [ci], C € Mj(F), dana

wzorem
n
Cik = E a,-jbjk.
j=1

Oznaczamy C = A- B.



Przyktady:

4. Woprost z definicji mnozenia macierzy nad ciatem R:

1 2][56] [1-5+2:7 1-6+2-8] _[19 22
3 4|7 8| [3-5+4-7 3-6+4-8] |43 50|



. 1 2 -
5. Mnozenie [ 3 4 ] [ 5 6] nie jest wykonalne.



6. Mnozenie nie jest tez przemienne:

2] 15 41=[c <]

ale



5. W algebrze macierzy z dziataniem mnozenia istniejg dzielniki

Tl



Twierdzenie:

1. (AB)C = A(BC), dla A € M7 (F), B € MJ(F), C € ME(F).

2. M(AB) = (AM)B = A(\B), dla A€ MZ(F), B € M2(F),
A€EF.

3. (A+B)C =AC + BC, dla A,B € M7 (F), C € M2(F).

4. D(A+ B) = DA+ DB, dla dla A, B € M™(F), D € MA(F).



Definicja:
Macierz I, = [0;;] € MJ(F), gdzie
1, gdyi=j
oij = o
0, gdy i #J

nazywamy macierzg identycznosciowa.
Macierz A € M](F) nazywamy odwracalng (lub nieosobliwg),
jezeli istnieje macierz B € M))(F) taka, ze

AB = BA = I,.

Macierz B nazywamy wéwczas macierza odwrotng do A i
oznaczamy A~ 1.



Whiosek:

W szczegblnosci zauwazamy, ze (M]/(F),+,-) jest pierScieniem z
jedynka, ktéry nie musi by¢ przemienny.



Whiosek:

. Macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie.
. (AB)"'=B71A7L dla A, B € M7(F).

Al =1,A=A, dla Ae MJ(F).

(A Hl=A

A w0



Twierdzenie:

Niech A = [i Z]EM},’(F)iniechA:ad—bc;«éo.

Woéwczas A jest nieosobliwa oraz

1 d —-b
-1_ +
A _A[—c a}



Dowadd:

Bezposrednio sprawdzamy, ze

sl Tl b



Definicja:

Macierzami elementarnymi nazywamy macierze:

1. Ej € M](F), powstate z I, przez zamiane miejscami i—tego i
Jj—tego wiersza;

2. Ej(\) € MJ(F), powstate z I,, przez pomnozenie i—tego
wiersza przez A € F;

3. Ejj(X) € MJ(F), powstate z I, przez dodanie do i—tego
wiersza j—tego wiersza pomnozonego przez A € F.



Operacjami elementarnymi na macierzy A € M](F) nazywamy
operacje polegajace na:

1. zamianie miejscami i—tego i j—tego wiersza;

2. pomnozeniu i—tego wiersza przez A € F;

3. dodaniu do i—tego wiersza j—tego wiersza pomnozonego
przez A € F.



Przyktad:

8. Sprawdzamy, ze na przyktad:

100 1 0 0
Exs=|00 1|,E(-1)=|0 -1 0|,
010 0 0 1
10 0
Ex(-1)=|0 1 -1
00 1

Mozemy tez powiedzieé, ze kazda z powyzszych macierzy
powstata z /5 przez zastosowanie odpowiedniej operacji
elementarne;j.



Twierdzenie:

Macierz E - A, gdzie A € M](F),

E € {Ej, Ei(\), Ejj(N\)} € MJ(F), powstaje z macierzy A przez
wykonanie odpowiedniej operacji elementarne;.



Dowdéd:

Niech A = [a;]] € M](F).
Pokazemy, dla przykfadu, ze macierz Ej; - A powstaje z A przez
zamienienie miejscami /—tego i j—tego wiersza.

Istotnie:

1 0 S 0 L 0 . 07T a1 ain . aip [ ann ain S ain
0 1 N 0 S 0 . 0 as] axn . az, a ann . az,
0o o0 0 1 0 ajy ER ajp aj1 aj ajp
0 0 1 0 0 aj1 ajp ajn aj aj ain

L O 0 0 0 11 L am an2 ann | L an an2 ann




Przyktad:

9. Sprawdzamy, na przyktad, iz:

>0 o
- =0

a
Ess - d
g

Q 0y o

® > O

N ~. 0O



Whiosek:

Macierze elementarne s3 nieosobliwe oraz
-1
1. E;* = Ej,
2. ETNN) = Ei(3),
3. E;M(N)

I
m
=
T

>
~—



Dowdd:

Wystarczy w poprzednim twierdzeniu w roli A wzig¢ Ej;, Ej(\) i
Eji()\), odpowiednio.



Definicja:

Macierze Ai B, A, B € M](F), sa wierszowo réwnowazne, jesli
B mozna otrzymac z A przez cigg operacji elementarnych na
wierszach.



Uwaga:

Macierze Ai B, A, B € MJ(F), sa wierszowo réwnowazne wtedy i
tylko wtedy, gdy istnieja macierze elementarne Ei, ..., E, takie, ze

B=E -E_1-...-E-E-A



Twierdzenie:

Niech A bedzie macierza nieosobliwa, A € M](F). Wéwczas:
1. A jest wierszowo réwnowazna macierzy /,,

2. A jest iloczynem macierzy elementarnych



Dowéd:

Wobec poprzedniej uwagi wystarczy oczywiscie udowodnié tylko
pierwsza cze$¢ twierdzenia.

Niech A = [a;] € M?(F) i zatézmy, ze istnieje macierz A~%, a
zatem taka,ze A" A= 1,.



Rozwazmy uktad réwnan:

aiix1 +apxo+ ...+ ainx, =0

arixy + amxp + ...+ aspx, =0

apiX1 + anpxo + ...+ appxn, = 0,

lub, réwnowaznie, uzywajac notacji macierzowe;j:

X1 0
X2 0
A . =
Xp 0
Oczywiscie x1 = x» = ... = x, = 0 jest jednym z rozwigzan uktadu
Uu.



Zauwazmy, ze w istocie jest to jedyne rozwigzanie, jesli bowiem

X1,...,Xp € F jest dowolnym rozwigzaniem, to wowczas:
X1 X1 X1 0 0
X2 X2 1 X2 4, |0 0
=lh-| . |=ATA L | =AT | =]
Xn Xn Xn 0 0
czylixy =x=...=x,=0.

Tym samym uktad U po sprowadzeniu do postaci diagonalnej
przybiera forme
10 00
01 00

00 ... 10
Ale sprowadzenie ukfadu do postaci diagonalnej polega na
wykonaniu ciggu operacji elementarnych na wierszach macierzy A,
udowodniliSmy zatem, ze A jest wierszowo réwnowazna z /.



Twierdzenie:

Niech A € MJ(F) bedzie wierszowo réwnowazna macierzy I, (lub,
réwnowaznie, niech bedzie iloczynem macierzy elementarnych).
Wéwczas A jest nieosobliwa i macierz A~! moze by¢ wyznaczona
przez wykonanie tego samego ciggu operacji elementarnych na /,,
jakie zostaty wykonane na A aby otrzymac /,.



Dowdd:

Niech A=FE - Ey- ... E,.
Poniewaz kazda z macierzy E1, E, ..., E, jest nieosobliwa, wiec
istnieja macierze El_l, E2_1, ..., E Y oraz:

EY . E'E[YEE .. E =,

Jednoczednie réwnosé Er_1 o E2_1E1_1 - A = |, oznacza, ze macierz
I, otrzymujemy przez kolejne zastosowanie operacji elementarnych
odpowiadajacych macierzom E; 1, ..., E2_1, El_1 na macierzy A,
zaé réwnos¢ A~ = E-1 ... E{lEfl - I, oznacza, ze macierz A™1
otrzymujemy przez kolejne zastosowanie operacji elementarnych
odpowiadajacych macierzom E; %, ... E;' E;! na macierzy I,.



Przyktad:

10. Ostatnie twierdzenie dostarcza praktycznej metody

wyznaczania macierzy odwrotnych.

Przyktadowo wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy
a=[12]

11

Praktycznie jest “powiekszy¢” rozwazang macierz o macierz /,
i wykonywa¢ wszystkie operacje elementarne réwnoczesnie na
obydwu macierzach, sprowadzajagc macierz A do macierzy b i
jednoczednie macierz b do macierzy A~1:
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