Pierscien wielomiandw



Definicja:

Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierécieniem.
1. Element x € R taki, ze

Ty € R\ {0}(x -y =0)

nazywamy dzielnikiem zera. Zbiér wszystkich dzielnikéw zera
oznaczamy D(R).

2. Element x € R taki, ktéry nie jest dzielnikiem zera, nazywamy
elementem regularnym.



Przyktady:

1. Rozwazmy dowolny pierscien (R, +,-). Element 0 jest zawsze
dzielnikiem zera, nazywamy go niewtasciwym dzielnikiem
zera. Kazdy inny dzielnik nazywa¢ bedziemy wtasciwym
dzielnikiem zera.

2. Rozwazmy pierscien Zg. Wéwczas elementy 0, 2, 3,4 s3
dzielnikami zera, a elementy 1,5 s3 regularne.

3. Rozwazmy pierscien Z x Z. Wéwczas elementy (1,0) i (0,1)
sg dzielnikami zera.



Twierdzenie:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierécieniem, niech x,y,z € R.
Wéwczas:

l.x-y=0=xeD(R)Vy e D(R)

2. jesli x jest regularny, to
xy=0=x=0;
3. jesli x jest regularny, to

Xy=X-z=>y=2



Przyktad:

4. Rozwazmy pierscien Zg. Wowczas 3-2 =3 - 4, ale 2 # 4.



Definicja:

Pierscien bez wtasciwych dzielnikdw zera nazywamy pier$cieniem
catkowitym (lub dziedzing catkowitosci).



Przyktad:

5. Przyktadami pierscieni catkowitych s3 Z, Zs, czy ogélnie Zp,
gdzie p jest liczba pierwsza.



Uwaga i definicja:

Niech (R,+,-) bedzie dowolnym pierscieniem.
Wielomianem zmiennej x o wspétczynnikach w pierscieniu R
bedziemy nazywali wyrazenie o postaci

n
ap+ a1x + ...+ apx,

gdzie n € N oraz ap,...,a, € R.
Dwa wielomiany uwazamy za réwne wtedy i tylko wtedy, gdy
réznia sie tylko o sktadniki postaci 0 - x', gdzie i € N.



Bedziemy méwili, ze wielomian f = ag + aix + ... + apx” jest
stopnia n, gdy a, # 0.

Umowa ta nie okresla stopnia wielomianu 0, przyjmiemy wiec
dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oo.

Stopien wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).
Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywa¢ liniowymi, a wielomiany
stopnia 2 kwadratowymi.



Dla wielomianu f = ag 4+ aix + ... + apx" wspdtczynnik a,
nazywamy najstarszym (lub najwiekszym) wspétczynnikiem.
Jezeli najstarszy wspotczynnik réwny jest 1, to wielomian f
nazywamy unormowanym.



W zbiorze wszystkich wielomianéw zmiennej x o wspoétczynnikach
z pierscienia R definiujemy dodawania + i mnozenie -, ktadac dla
dowolnych wielomianéw f = ag + a;x + ... + apx" oraz
g:b0+b1X+...—|—mem

(a0 + bo) + (a1 + bi)x + (an + by)x"

+ by x4 bpx™, gdy m > n,
f+g = <(ao+bo)+ (a1 + bi)x+ ...+ (an+ by)x", gdy m=n,
(a0 + bo) + (a1 + bi)x + ...+ (am + bm)x™

[ +ampix™ 4 4 anx”, gdy m < n,
f-g = co+ax+...4 copmx™m,

gdzie

i
Ci = § aj—kbx,
k=0

dlaie{0,...,n+ m}.



Ponadto wyrézniamy wielomian 0 jako element neutralny
dodawania oraz wielomian 1 jako element neutralny mnozenia.
Woéwczas zbidr wszystkich wielomianéw zmiennej x o
wspotczynnikach z pierécienia R z tak okreslonymi dziataniami i
wyréznionymi elementami jest pierscieniem przemiennym z jedynka.
Pierécien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw
zmiennej x o wspéfczynnikach z pierscienia R i bedziemy
oznaczali przez R[x].



Uwaga:

Przy liczeniu stopni wielomianéw przyjmujemy nastepujacg umowe
notacyjna:

» Vne N(n> —o0),

> (—00) + (—o0) = —ox,

> Vn e N(—oo + n= —o0).



Uwaga:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +,-)
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspétczynnikach z
pierécienia R. Niech ponadto

f = aotaix+...+anx" € R[x] oraz g = bp+bix+...+bmx™ € R[x].

Woéweczas:
1. deg(f + g) < max{deg(f), deg(g)};
2. jedi
deg(f) # deg(g),
to

deg(f + g) = max{deg(f), deg(g)};
3. deg(fg) < deg(f) + deg(g):;
4. jesli
f#0Ag #0A(an jest regularny V by, jest regularny),

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g);



5. jesli
f #0A g # 0A R jest pierscieniem catkowitym,

to
deg(fg) = deg(f) + deg(g).



Dowadd:

1. Niecch h=f+g=>%72, ckx, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N.
Ustalmy k > max{n, m} = max{deg(f),deg(g)}.
Woéwczas:
ck=ax+b=0+0=0.

Wobec tego deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}.



2. Oczywiste.

3. Niechh="F-g=3%"72, ckx®, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N.
Ustalmy k > n+ m = deg(f) + deg(g).
Mamy

k
Ck = E ak_,'b,-.
i=0

Jezelii€{0,...,m},to k—ie{n+1,... k}, wiec
dk—j = 0.

Podobnie, jezelii € {m+1,...,k}, to b =0.
Zatem ¢, = 0, a wiec deg(fg) < deg(f) + deg(g).



4. Niech h=f - g =2, cxxk, przy czym ¢, = 0 dla prawie
wszystkich k € N.
Mamy

n+m

Chim = g an—i—m—ibi
i=0

= antm bO + an+m-1 b1+ ...+ anbm +
~—— ——

-0 -0
+ an-1 bm+1 +...+ao bn+m
SN—~— N
=0 =0
= apbm.

Poniewaz a, lub b, jest regularny, wiec cpym # 0.
5. Wynika wprost z (4).



Whiosek:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, -)
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynnikach z
pierscienia R.
Niech ponadto

f=ao+ax+...+ax" € R[x].

Woéwczas:
1. jesli a, jest regularny w R, to f jest regularny w R[x];

2. kazdy wielomian unormowany jest elementem regularnym w
RIx];

3. jesli R jest catkowity, to R[x] jest catkowity.



Twierdzenie o dzieleniu wielomianéw z reszta:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, ')
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspédtczynnikach z
pierscienia R.

Niech ponadto

f = aptaix+...+anx" € R[x| oraz g = bop+bix+...+bmx™ € R[x].

Wéwczas istnieja liczba / € NU {0} oraz wielomiany q,r € R[x]
takie, ze

aL-g:q-f—f—r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowdéd:

Jezeli deg(g) = m < n = deg(f), to ktadziemy / =0, ¢ =0,
r=g.

Jezelideg(g) = m=n=deg(f), tol =1, g = bm, r = ang — bmf.
Istotnie, zauwazmy ze wéwczas deg(r) < n = deg(f).



Jezeli deg(g) = m > n = deg(g), to dowdd prowadzimy metoda
indukgcji wzgledem deg(g) = m.
Zatézmy, ze dla my € {n+1,...,m—1} i dla wielomianéw postaci

g1 =by+bix+...+ b x™ € R[]
istnieja liczba h € NU {0} oraz wielomiany g1, 1 € R[x] takie, ze
at-g=aq-f+n

oraz deg(r) < deg(f).



Potézmy
g1 = ang — byx™"f.

Woéwczas
deg(gi) e {n+1,...,m—1},

zatem istnieja liczba 1 € NU {0} oraz wielomiany g1, n € R[x]
takie, ze

al . g = q1 -+ r oraz deg(n) < deg(f),
czyli
3’171 . (ang _ bmxm_”f) =q; - f + n oraz deg(r) < deg(f),
lub réwnowaznie

it — (ql + af,lbmx""”) -f + i oraz deg(n) < deg(f).

Tym samym ktadac I = h +1, g =gy + albp,x™ " oraz r = n
otrzymujemy teze.



Whiosek:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, ')
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspédtczynnikach z
pierscienia R.

Niech ponadto

f = aotaix+...+anx" € R[x] oraz g = bp+bix+...+bmx™ € R[x].
Wédwczas:
1. jesli a, = 1, to istnieja wielomiany g, r € R[x] takie, ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f);

2. jesli R jest ciatem, to istnieja wielomiany g, r € R|[x] takie, ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowdd:

1. Oczywiste.

2. Jezeli R jest ciatem, to istnieje element a1 € R, a wiec taki,
ze ata, = 1.
Wobec tego istnieja wielomiany g1, 1 € R[x] takie, ze

gi=qi-a, f+n

oraz deg(r) < deg(a, 1f) = deg(f).
Zatem ktadac g = qia; ! oraz r = r; otrzymujemy teze.



Twierdzenie o jednoznaczno$ci dzielenia z reszta:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierécieniem, (R[x], +, -)
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspédtczynnikach z
pierécienia R.

Niech ponadto

f = ap+aix+...+apx" € R[x] oraz g = bo+bi1x+...+bnx" € R[x].

Jesdli a,, jest regularny, to istnieje co najwyzej jedna para takich
wielomianéw q, r € R[x], ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Dowadd:

Niech
g=4q1- f+ rladeg(rl) < deg fv gi,n € R[X]7

g=qo-f+ r,deg(n) <degf,q,n c R[x].

Stad
0=1(q1 — q)f +(n — ),

lub réwnowaznie
rn—n= (ql - CI2)f-

Wobec tego:
deg(f) > max{deg(r1),deg(r2)} > deg(r. — r1)
= deg((q1 — q2)f) = deg(q1 — g2) + deg(f).

Tym samym deg(q1 — g2) = —00, a wiec g1 — g2 = 0, skad tez
N =rnr.



Whiosek:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierscieniem, (R[x], +, )
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspdtczynnikach z
pierécienia R. Niech ponadto

f = aptaix+...+anx" € R[x| oraz g = bp+bix+...+bmx™ € R[x].

1. Jezeli R jest catkowity, to istnieje co najwyzej jedna para
takich wielomianéw g, r € R[x], ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).

2. Jezeli a, =1, to istnieje dokfadnie jedna para takich
wielomianéw g, r € R[x], ze

g=q-f+r
oraz deg(r) < deg(f).



3. Jezeli R jest ciatem, to istnieje doktadnie jedna para takich
wielomianéw q, r € R[x], ze

g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f).



Definicja:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierécieniem, (R[x], +, -)
pierscieniem wielomianéw zmiennej x o wspédtczynnikach z
pierscienia R. Niech ponadto

f = aptaix+...+apx" € R[x] oraz g = by+bix+...+bnx™ € R[x].

Jezeli istnieje doktadnie jedna para takich wielomianéw g, r € R[x],
ze
g=q-f+r

oraz deg(r) < deg(f) to méwimy, ze w pierscieniu R[x] wykonalne
jest dzielenie z resztg wielomianu g przez f.

Wielomian g nazywamy wéwczas niepetnym ilorazem, a
wielomian r resztg z dzielenia.



Uwaga i definicja:

Niech (R, +,-) bedzie dowolnym pierécieniem.
Wielomianem zmiennych xi, ..., x, o wspoétczynnikach z
pierscienia R bedziemy nazywali wyrazenie postaci

i i
g Ay i XT - X

i1yeesin<m

gdzie m € N, wskazniki i1, ..., I, € N przebiegaja wszystkie liczby
nie wieksze niz m oraz a;._; € R.

Dwa wielomiany uwazamy za réwne, gdy réznig sie jedynie o
sktadniki postaci 0 - x! ... xJr, gdzie i1, ..., i, € N.



Bedziemy moéwili, ze wielomian f = Zil,...,ingm 3i1...inX{1 .. .x,’;" jest
stopnia r, gdy istnieje taki rézny od zera wspétczynnik a;,. j,, ze
i1+...+i,,:ria;jmjn:Ooilej1+...+j,,>r.

Umowa ta nie okresla stopnia wielomianu 0, przyjmujemy wiec
dodatkowo, ze stopniem wielomianu 0 jest —oo.

Stopien wielomianu f bedziemy oznaczaé przez deg(f).
Wielomiany stopnia 1 bedziemy nazywali liniowymi, a wielomiany
stopnia 2 kwadratowymi.



Wielomian postaci ax;* .. .xin gdzie a€ Roraz iy,...,i, €N
nazywamy jednomianem.



W zbiorze wszystkich wielomianéw zmiennych xj,...,x, 0
wspotczynnikach z pierécienia R definiujemy dodawanie + i
mnozenie -, ktadac dla dowolnych wielomianéw

— . . il i 1 'n.
f= Z1'1,...,in§m Aiy..ip Xy - Xy Oraz g = ZJL 7Jn<f XJ R

k k
f + g - Z Ckl...k,,X]_I .. nn7

ki,...,kn<max{m,r}

gdzie
Kiokn + Bhykns  8AY ki,... ko < max{m,r},

Aky.. ks gdy, dla pewnego wskaznika k;
Chy..ckn = (ied{l,....n}), ki > r,ale ky, ..., ky < m,

biy...kys gdy, dla pewnego wskaznika k;

(ie{l,....n}), ki > male ky,... . kn <,
f-g= Z Cky. knxlkl...x,lf”,
Ky.oskn<m+r

gdzie

Chy..ckn = Z aky 1y, skn—ln Dl -

0<h<ki,...,0<Ih<kp



Ponadto wyrézniamy wielomian 0 jako element neutralny
dodawania oraz wielomian 1 jako element neutralny mnozenia.
Woéwczas zbiér wszystkich wielomianéw zmiennych xq,...,x, 0
wspotczynnikach z pierécienia R z tak okreslonymi dziataniami i
wyréznionymi elementami jest pierscieniem przemiennym z jedynka.
Pierécien ten bedziemy nazywali pierScieniem wielomianéw
zmiennych xi, ..., x, o wspoéfczynnikach z pierscienia R i
bedziemy oznaczali przez R[x, ..., Xx].



