Grupy, pierScienie
| ciata



Definicja:

Niech A bedzie niepustym zbiorem.

Dziataniem wewnetrznym (lub, krétko, dziataniem) w zbiorze A
nazywamy funkcje * : A x A — A.

Niech ponadto B bedzie niepustym zbiorem.

Dziataniem zewnetrznym w zbiorze A nazywamy funkcje
x:BxA— A



Uwaga:

To, ze w zbiorze A okreslono dziatanie wewnetrzne * w
szczegdblnosci oznacza, ze:

1. Vx,y € A[x(x, y) istnieje],
2. Vx,y € Alx(x,y) € A].
Zamiast *(x, y) bedziemy na ogét pisal x x y.



Podobnie, jesli B # (), to to, ze w zbiorze A okreslono dziatanie
zewnetrzne ¢ w szczegdlnosci oznacza, ze:

1. Va € BVx € A[o(a, x) istnieje],
2. Va € BVx € Alo(a,x) € A].

Zamiast o(a, x) bedziemy na ogét pisa¢ a < x.



Na tym wyktadzie bedziemy zajmowa¢ sie prawie wytacznie
dziataniami wewnetrznymi.



Przyktady:

1. Dodawanie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.
2. Mnozenie liczb naturalnych jest dziataniem w zbiorze N.

3. Odejmowanie i dzielenie nie s3 dziataniami w zbiorze N:
3—5¢ Noraz1+2¢ N. Z drugiej strony, odejmowanie jest
dziataniem w Z, a dzielenie jest dziataniem w Q \ {0}.

4. Mnozenie wektoréw na ptaszczyznie przez skalary rzeczywiste
jest przyktadem dziatania zewnetrznego.



Definicja:
Niech A bedzie niepustym zbiorem, a * i o dziataniami w A.
1. Méwimy, ze x jest taczne, jezeli
Vx,y,z € Alx x (y x2) = (x x y) * z].
2. Méwimy, ze * jest przemienne, jezeli
Vx,y € Alx*y =y % x].
3. Méwimy, ze * ma element neutralny e, jezeli
Vx € Alx x e = e x x = x].
4. Méwimy, ze y jest elementem odwrotnym do x, jezeli
X*¥y=y*x=e.
5. Méwimy, ze o jest rozdzielne wzgledem x, jezeli

Vx,y,z € Alxo(y*z) =xoyxxoz|.



Przyktady:

5. Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych s3 taczne i
przemienne. 0 jest elementem neutralnym dodawania, a 1 jest
elementem neutralnym mnozenia. Ponadto mnozenie jest
rozdzielne wzgledem dodawania. 1 nie ma elementu
odwrotnego wzgledem dodawania, a 2 nie ma elementu
odwrotnego wzgledem mnozenia.



6. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb catkowitych. Kazda
liczba catkowita ma element odwrotny wzgledem dodawania,
ale 2 nie ma elementu odwrotnego wzgledem mnozenia.



7. Rozwazmy dodawanie i mnozenie liczb wymiernych. Kazda
liczba wymierna ma element odwrotny wzgledem dodawania i
kazda niezerowa liczba wymierna ma element odwrotny
wzgledem mnozenia.



Definicja:

1. Algebrg nazywamy system

(A *1,...,%n, B1,...,Bm,©1,...,om), gdzie A jest niepustym
zbiorem, *1,...,*, dziataniami wewnetrznymi w zbiorze A, a
01, ..., om dziataniami zewnetrznymi w zbiorze A (wraz z

odpowiadajacymi im zbiorami By, ..., By).



2. Grupa nazywamy algebre (G, ), gdzie  jest taczne, ma
element neutralny i kazdy element w zbiorze G ma element
odwrotny. Jezeli ponadto * jest przemienne, to grupe (G, *)
nazywamy przemienng (lub abelowa).



3. Pierscieniem nazywamy algebre (R, +, ), gdzie (R, +) jest
grupa abelowa, a - jest taczne i rozdzielne wzgledem +. Jezeli
- jest przemienne, to (R, +,-) nazywamy pierécieniem
przemiennym. Jezeli - ma element neutralny 1, to (R, +, )
nazywamy pier$cieniem z jedynka. W tym wyktadzie
ograniczymy sie do pierscieni przemiennych z jedynka, ktére
bedziemy krétko nazywaé pierscieniami.



4. Ciatem nazywamy pierscien przemienny z jedynka (F,+,), w
ktérym 0 # 1, przy czym 0 oznacza element neutralny 4, a 1
to element neutralny - i taki, ze kazdy # 0 element ma
element odwrotny wzgledem -.



Przykfady:

8. (Z,+), (Q,+), (R,+) s3 przyktadami grup przemiennych.
(N, +) nie jest grupa.
Podobnie (Q*, ), (R*,-), gdzie A* = A\ {0}, sa grupami
przemiennymi. (N*,-) i (Z*,-) nie s grupami.



9. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,) sa przyktadami pierscieni.



10. (Q+,), (R,+,-) sa przyktadami ciat.
(Z,+,-) nie jest ciatem.



Definicja:
Niech n € N i oznaczmy przez Z, = {0,1,...,n— 1}.
W zbiorze Z, definiujemy dodawanie modulo n:

X @p y = reszta z dzielenia x + y przez n
oraz mnozenie modulo n:

X ®p ¥y = reszta z dzielenia x - y przez n.



Przyktady:

11. Sprawdzamy, ze 2®52=4,2%54 =1, 2353 =0,
3®5=2198P1902=0.

12. Podobnie, 2®52=4,2®54=3,2®53=1,3R2=0I
98 ®100 2 = 96.



Twierdzenie:

Niech n € N.
1. (Zn,®p) jest grupa przemienna.
2. (Z},®p) jest grupa przemienng, o ile n jest liczbg pierwsza.
3. (Zn,®n,®@n) jest pierscieniem.
4. (Zn,®n,®p) jest ciatem, o ile n jest liczbg pierwsza.



Dowdd:

Sprawdzenie wszystkich aksjomatéw jest dos$¢ czasochtonne, ale
proste.

Ograniczymy sie do pokazania, ze jedli n jest liczbg pierwsza, to
kazdy element x € Z} ma element odwrotny wzgledem ®j,.



Ustalmy x € Z,.
Chcemy pokazaé, ze istnieje y € Z7 taki, ze x ®, y = 1, to znaczy

xy =1+ qgn,

dla pewnej liczby catkowitej g € Z.
Jest to rownowazne pokazaniu, ze réwnanie

xy —qgn=1

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych.
Poniewaz n jest liczbg pierwsza, a zatem NWD(x, n) =1,
réwnanie to istotnie ma rozwigzanie. [1



W dowolnej grupie (G, *) wprowadzamy oznaczenie

n
||x,-:x1>x<...>x<x,,.
i=1

W szczegdlnosci [];_; x = x". Tradycyjnie uzywamy w teorii grup
dwéch réwnolegtych terminologii: addytywnej i multyplikatywnej,
wedtug nastepujacego schematu:

] Definicja \ Notacja addytywna | Notacja multyplikatywna
dziatanie +
dodawanie mnozenie
suma iloczyn
element neutralny 0 1
Zero jedynka
potega nx x"
wielokrotnos¢ potega
element odwrotny —X x1
element przeciwny element odwrotny




Twierdzenie:

Niech (G, ) bedzie grupa. Wéwczas:

1. element neutralny e jest wyznaczony jednoznacznie;

m . n — m+n .
Hi:1X/* j:lXJ_szl xj, dla x1,..., Xmin € G;

XMt = xMxn dla x € G;
(x™" = xm" dla x € G;
element odwrotny jest wyznaczony jednoznacznie;

-1 k

Otk xf) =%, "
(x ™! =x,dlax € G;

(xtxysx)"=x"1xy"xx, dlax,ycG;

n '
*..ookxg o dlaxy, .., xk € G;

© 0Nk wN

jezelixxy =xx%xz,toy = z.



Dowéd:

Udowodnimy dla przyktadu czes¢ (1): jesli e i €’ s3 dwoma
elementami neutralnymi, to wéwczas

/ /
e=exe =¢e.4



W dowolnym pierscieniu (R, +, ) wprowadzamy oznaczenia:

xy+z = (x-y)+z,

n

0
g X = X1+...-|—X,-,,E x; =0,
j i=1
0
Hx,- = X1-...-x,,,Hx,~:1,
i i=1
n n
n
nx = E X, X :HX.
i=1 i=1



Twierdzenie:

Niech (R,+,-) bedzie pierScieniem, niech x,y,z € R, n,m € N.
Woéwczas:

1. —(—x) =x;

2. —(x+y)=—x—y;

3. n(mx) = nmx;

4. nx + mx = (n+ m)x;

5. 0x=x0=0;

6. (—1)x = —x;

7. (=x)y = =(xy) = x(=y);

8. (=x)(=y) = xy;

9. x(y — z) = xy — xz;
10. (x —y)z = xz — yz;
11. jezeli x +y = x + z, to wéwczas y = z;
12. x"x™ = xntm.
13. (xM)™ = x"m,
14 (x +y)" = Yk ()x"F¥k.



Dowéd:

Udowodnimy dla przyktadu cze$¢ (5):
0x + 0x = (0 + 0)x = Ox

a zatem Ox = 0. O



