PAwEEL GLADKI

Algebra

http://www.math.us.edu.pl/ ~ pgladki/



Konsultacje: Sroda, 14:00-15:00

Jezeli chcesz spotkac sie z prowadzacym podczas konsultacji,
postaraj sie powiadomié¢ go o tym przed lub po zajeciach, zadzwon
do jego pokoju, lub wyslij mu emaila.



Zasady zaliczania przedmiotu:

2 kolokwia, kazde warte 15 punktéw, 2 sprawdziany, kazdy warty 6
punktéw, aktywnos$¢ na zajeciach, warta 3 punkty, zadania
domowe, warte 15 punktéw, egzamin, warty 40 punktéw.

Do egzaminu przystepuja tylko te osoby, ktére uzyskaja zaliczenie z
¢wiczen. Warunkiem zaliczenia éwiczen jest zdobycie co najmniej
30 punktéw. Warunkiem zdania egzaminu jest zdobycie co
najmniej 60 wszystkich punktéw.

Sprawdziany odbeda sie na zajeciach 3 marca i 28 kwietnia.
Kolokwia odbeda sie na zajeciach 31 marca i 26 maja. Egzamin
odbedzie sie 9 czerwca.

Kazde kolokwium bedzie trwato 90 minut, kazdy sprawdzian 20
minut, a egzamin koncowy 180 minut.



Zadania domowe:

Do kazdego wyktadanego tematu zostat opracowany zestaw zadan,
ktéry nalezy rozwigzaé w Moodle:

http://el2.us.edu.pl/wmfich/
— Inne matematyka
— Algebra dla WIiNoM (studia stacjonarne)

Dostepnych jest 13 zadah domowych na kazdy tydzien zajeé za
wyjatkiem tygodni, w ktérych odbywac sie beda kolokwia. Kazdy
zestaw sktada sie z 10 zadan, ktére zostang udostepnione w kazdy
czwartek, w ktéry odbywac sie beda zajecia i ktére musza zostac
rozwigzane nie pézniej niz do kolejnego czwartku.

Uwaga! Zadania rozwigzywa¢ nalezy w Moodle Wydziatu
Matematyki, Fizyki i Chemii, a nie w Moodle Wydziatu Informatyki
i Nauk o Materiatach. Studenci, ktérzy jeszcze nie maja konta
zobowiazani sg do jak najszybszego jego zatozenia.



Plan wykftadu:

02.17
02.24
03.03
03.10
03.17

03.24
03.31
04.14
04.21
04.28
05.05
05.12
05.19
05.26
06.02

NWD, NWW i algorytm Euklidesa.

Grupa, pierscien, ciato.

Ciato liczb zespolonych.

Pierscien wielomiandw.

Pierscienie ilorazowe. ldeaty pierwsze i maksymalne.
Konstrukcja ciat p”—elementowych.

Uktady réwnan liniowych.

Dziatania na macierzach.

Wyznaczniki.

Przestrzenie linowe. Podprzestrzenie.

Kombinacje liniowe wektordéw.

Baza i wymiar.

Struktura zbioru rozwigzan uktadu réwnan.
Przeksztatcenia liniowe.

Macierze przeksztatcen liniowych.

Podprzestrzenie niezmiennicze. Wektory i wartosci
wtasne.
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NWD, NWW
| algorytm Euklidesa



Twierdzenie o dzieleniu z reszta

Niech a, b € Z, b # 0. Wéwczas istnieje doktadnie jedna para liczb
catkowitych q,r € Z taka, ze

a=gqb+roraz0<r<|b|



Dowéd:

Pokazemy najpierw istnienie stosownej pary.
Zatézmy, ze b > 0 i zdefiniujmy

q=[2] oraz r=a— bq.
Wéwczas g < £ < g+ 1.
Zatem bg < a < bg + b.
Stad 0 <r=a—bg < b=|b|.
W przypadku, gdy b < 0, definiujemy

a

gq=—|—| orazr=a— bqg
il

i dalej rozumujemy analogicznie.



Pozostaje wykaza¢ jednoznaczno$¢ wyboru powyzszej pary.
Zatézmy, ze a = bqy + . = bga + 2, gdzie 0 < 11, rp < |b).
Woéwczas r, — rn = b(q1 — q2).

Jeslin—n #0, to wéwezas |b| < |rp — | < max{r,n} < |b|
Zatem rp, — n = 0 i w konsekwencji g1 — g» = 0. O



Definicja:

Niech a, b € Z, b # 0, niech g, r € Z beda jednoznacznie

wyznaczonymi liczbami catkowitymi takimi, ze
a=qgb+ri0<r<|bl

Liczbe g nazywamy niepetnym ilorazem z dzielenia a przez b, za$
liczbe r resztg z dzielenia a przez b.



Przyktady:

1. Niech a =26, b = 11. Bez trudu sprawdzamy, ze wdwczas
qg=2oraz r =4.

2. Niech a=—-26, b=11. Wéwczas g = -3, ar=7;w
szczegdblnosci nie mozemy powiedzieé, ze reszty z dzielenia
—26 przez 11 jest -4, gdyz wprawdzie —26 = —2 - 11 — 4, ale
—4 < 0.



Definicja:

Niech a, b € Z. Méwimy, ze b dzieli a (lub ze a jest podzielna
przez b), jedli dla pewnej liczby catkowitej g € Z zachodzi a = bq,
co oznaczamy b|a. W przeciwnym razie piszemy b { a. Liczbe g
nazywamy ilorazem z dzielenia a przez b.



Przykfady:

3. Jest jasne, ze 2|4, 3|18, —8|16 i 157]0.

4. Bezposrednio z definicji podzielnosci wynika tez, ze 0|a wtedy
i tylko wtedy, gdy a = 0. Widzimy wszakze, ze iloraz z
dzielenia 0 przez 0 nie jest jednoznacznie okreslony.



Twierdzenie:

Niech a, b, c € Z. Wéwczas:
1. ala;

2. a|lb A blc = alc;

3. albAbla=a=bVa=—b;

4. alo;

5. 1]a;

6. a|b = a|bc;

7. albAalc = alb+c.



Dowéd:

Udowodnimy dla przyktadu cze$¢ (3) twierdzenia.

Jezeli a =0, to a|b wtedy i tylko wtedy, gdy b =0, a wiec a = b.
Podobnie, gdy b =0, to a = b =0, zatézmy wiec, ze a, b # 0.
Niech b= qiai a = q»b, dla pewnych g1, q» € Z.

W szczegbélnosci g1, g2 # 0.

Woéwczas b = g1 q2b.

Zatem qi1qo = 1.

Stadgur=q=1lubgi =¢q>=-1. I



Definicja:

Niech a1,...,ax € Z, k > 2.
Liczbe d € N taka, ze
1. d|al, N d|ak,
2. elai,...,elak = e|d,
nazywamy najwiekszym wspélnym dzielnikiem liczb a;, ..., ax i
oznaczamy NWD(ay, ..., ax).
Liczbe m € N taka, ze

1. a1lm, ..., ax|m,
2. ailn,...,ak|n = min,
nazywamy najmniejszg wspolng wielokrotnoscia liczb ay, . .., ax

i oznaczamy NWW/(ay, ..., ax).



Przykfad:

5. Sprawdzamy, ze NWD(24,36) = 12. Zauwazmy, ze, na
przyktad, 6|24 i 6|36, ale oczywiscie 6 # NWD(24, 36).
Ponadto NWW/(24,26) = 72. Podobnie zauwazmy, ze 24|144
i 36|144, ale 144 £ NWW/(24, 36).



Twierdzenie:

Niech a, b € N. Wéwczas NWD(a, b) - NWW (a, b) = a - b.



Dowéd:

: ab
ROZWaZmy W .

Poniewaz a, b, NWD(a, b) € N, widzimy, ze WM > 0.
Ponadto th) €Z.
Niech NWD(a, b)g1 = a, dla pewnej liczby g; € N.

. b NWD(ab)gb . b
Wowczas NWE(a,b) = NWD(a,lj)l = qub, a wigc b’NWIa)(a,b)‘
Analogicznie 3|W[Zab)'

Wobec tego NWW (a, b)\WlEab), czyli
NWW (a, b)NWD(a, b)|ab.




ROZWaimy Wb(ab)

Zauwazmy, ze W(b) € N.
Niech NWW/(a, b) = s1a, dla pewnej liczby s; € N.
ab ab b

Woéwczas 7NWW(3 B = sia T 5

Wobec tego W|b

Analogicznie W!a

Wobec tego WWWD(a, b), czyli
ab|NWW (a, b)NWD(a b). O



Przyktad:

6. Odwotujac sie do poprzedniego przyktadu sprawdzamy, ze
NWD(24,36)NWW (24,36) = 12 - 72 = 864 = 24 - 36.



Twierdzenie (algorytm Euklidesa):

Niech a, b € Z i niech

a = gb+n,dlad<n<|bl,q1,n €7,

b = qn+nrn dald<n<n,q,nclk,

n = qnr+rm,dal<rn<nqgsrncl,
fn2 = Qnfp-1+rp, dla0<r,<ry1,qn, 1y €7,
fh—1 = Qntifn, dla goy1 € Z.

Woéwczas r, = NWD(a, b).



Dowdd:

Algorytm zawsze sie zatrzymuje, bo jest tylko skonczenie wiele
liczb naturalnych w przedziale [0, |b|].

Niech d = NWD(a, b).

Sprawdzamy, ze kolejno

rn‘rn—la rn’rn—27 MR rn‘r].v rn’bu rn’a7

a wiec w szczegdlnosci ry|d.
Podobnie, d|a i d|b, a wiec kolejno

d\n,d|r, ..., d|rm-1,d|mn.

Poniewaz zaréwno d jak i r, sg liczbami dodatnimi, oraz
rownoczesnie d|r, i rp|d, wiec d = r,. O



Przyktad:

7. Zastosujemy algorytm Euklidesa, aby obliczy¢ NWD(66,48).
Wykonujac kolejne kroki algorytmu otrzymujemy:

66 = 1-48+18
48 = 2-18+412
18 = 1:-12+6
12 = 2.6,

a wiec NWD(66,48) = 6.



Przykfad:

8. Dane wygenerowane przez algorytm Euklidesa pozwalaja
wyznaczy¢ liczby catkowite x i y takie, ze

66x + 48y = NWD(66,48).

Istotnie, zaczynajac od przedostatniego kroku i kolejno
podstawiajac otrzymujemy:
6 = 18—-12
= 18—(48—2-18)=3-18—48
= 3(66 —48) —48=3-66 —4-48,

awiecx=3iy=—4



Uwaga:

Niech a, b, c € Z. Algorytm Euklidesa dostarcza metody
rozwigzywania réwnan
ax+ by =c

w liczbach catkowitych.



Twierdzenie:

Niech a, b, c € Z. Réwnanie
ax+ by =c

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy i tylko wtedy, gdy
d = NWD(a, b)|c.



Dowéd:

(=) : Zatézmy, ze axp + byp = c, dla pewnych liczb xg, yo € Z.
Woéwczas, skoro d|a i d|b, wiec d|axp i d|byy, a zatem réwniez
d|aX0 + byy = c.



(<) : Zatézmy, ze d|c i niech g € Z bedzie taka liczba, ze dg = c.
Stosujac algorytm Euklidesa znajdujemy liczby catkowite x1,y1 € Z
takie, ze ax3 + byys = d.

Woéweczas agxy + bqy; = ¢.



Przyktad:

9. Rozwigzemy réwnanie 66x + 48y = 18. Na podstawie
poprzedniego przyktadu wiemy juz, ze 66-3+48-(—3) =6, a
wiec 66 - 9 + 48 - (—12) = 18.



Twierdzenie:

Niech a, b, c € Z i niech d = NWD(a, b)|c. Niech xo, yo € Z beda
rozwigzaniami réwnania ax + by = c. Wéwczas wszystkie
catkowite rozwigzania tego réwnania dane s3 przez

bt

at
x:xo—l—gorazy:yo—g,tEZ.



Dowéd:

Sprawdzamy, ze

bt at
a<xo+d> —l—b(y —F) = axg + byy = c.
Dalej, niech x,y € Z bedzie rozwigzaniem réwnania ax + by = c.
Wtedy ax + by = ¢ = axp + byp.

Stad a(x — x0) = b(yo — y).

Jezeli a = a1d i b= b1d, dla pewnych a3, by € Z, to wbwczas tez
a1(x — xo0) = bi(yo — y).

Poniewaz NWD (a1, by) = 1, wiec bi|x — xp.

Niech x — xp = b1 t, dla pewnego t € Z.

Stad X:X()-l-blt:Xo—i-%.

Ponadto aibit = bi(yo — y), skad y = yo — 2. O



Przyktad:

10. Wszystkie rozwigzania réwnania
66x + 48y = 18
wyraza sie wzorami

x=9+8ty=-12—11t,t € Z.



