RN o I . e e L Te e e "L
ke o L T T ey e

W _TET v - -—q—?-—-—u"d—-l._l..-_ -_ -

gy -

e ot e e
: - —_a

DL vt —

Rozdzial 1

LOGIKA MATEMATYCZNA

1. Wartos¢ logiczna zdania

Przedmiotem logiki sa zwigzki miedzy zdaniami.

Zdaniem nazywamy w logice wypowiedZ orzekajaca,’ ktorej mozna przypisac
(w ramach danej nauki) jedna z dwdch ocen: oceng prawdy albo ocene falszu.
Prawdziwos¢ 1 falszywo§¢ nazywamy wartosciami logicznymi zdania. Prawde ozna-
czamy cyfrg 1, a falsz cyfra 0.

Na przyklad zdanie

7 jest liczbg pierwsza

jest w arytmetyce zdaniem prawdziwym, wiec przyplsujemy mu wartosc 1,
natomiast zdanle
7 jest liczba parzystg

Jest w arytmetyce zdaniem falszywym, wigc przypisujemy mu wartosé 0.

Nie kazde zdanie gramatyczne moze byé zdaniem w logice. Na przykiad zdanie
Czy 7 jest liczbg parzysta?

nie jest zdaniem orzekajacym i nie moina mu przypisaé zadne; wartosci logiczne;.
Zdanie
7 jest liczba szczglliwa

Jest wprawdzie zdaniem orzekajacym, ale w ramach arytmetyki — bezsensownym
(am prawd21wym ani falszywym).

Logika me ustala wartoéci logicznych pojedynczych zdan. Czyni to odpowmdma
nauka przy czym to samo zdanie moze by¢ prawdziwe w jednej nauce, a falszywe
- lub bezsensowne w innej nauce; na przykilad zdanie

istnieje iloraz 8§ przez 3

i Jest falszywe w arytmetyce liczb catkowitych, prawdziwe w arytmetyée liczb wy-
i miernych, a bezsensowne w botanice.

Logika ustala wartos$¢ logiczna zdan zlozonych na podstawie

. ustalonych uprzednio wartos$ci logicznych zdan skladowych Na

.Jr:

przykiad z prawdziwosci zdan




7 jest liczba pierwsza . Prawo wylaczonego srodka: z dwdch zdan: p oraz ~p co najmniej jedno jest praw-

7 jest liczbg nieparzysta Edzz'we.
wynika dzigki logice prawdziwos$¢ zdania i To prawo orzeka, ze dwa zdania sprzeczne nie moga byC jednoczesnie falszywe,
7 jest liczba pierwsza i nieparzysta. ° ! tzn. |
p lub nie p
£ Pytania
1_‘ Co to jest zdanie w.logice? | | NEGTA?;AZ-I
2. Podac¢ przyklad zdania gramatycznego, ktore nie jest zdaniem w logice. |
3. Oceni¢ (w ramach matematyki) warto$¢ logiczng zdania | p ~ D
a) 121 jest liczba pierwsza ‘. | —_—
b) 361 jest kwadratem liczby naturalnej g: 0 {
c) kazdy trdjkat rdwnoramienny jest prostokatny | l
d) istnieje réwnoramienny trojkat prostokatny ' o1 0
e) romb jest figura brzydka ﬁ I S
f) podziel 6 przez 3! 3
g) kwadrat kazdej liczby ujemnej jest dodatni |
h) 1stnieje liczba ujemna, ktdorej kwadrat jest dodatni ¢ Zauwaimy, Ze dwa przypadki
1) czy kwadrat jest prostokatem? | p jest zdaniem prawdziwym
| ' oraz
| ~ p jest zdaniem prawdziwym
2. Zaprzeczenie zdania ; wyczerpuja wszystkie mozliwosci. Stad tez wywodzi si¢ facinska nazwa prawa
| wylaczonego srodka: fertium non datur (trzecie] mozliwosct nie ma).
Zdania oznaczamy w logice malymi literami alfabetu. | . Whiosek: z dwdch zdan: p oraz ~p jedno jest prawdziwe, natomiast pozostale
Definicja. Zdanie Jest falszywe.
nieprawda, Ze p o | Uwaga. W mowie ch.)tocznej n.az;ywa S-IQ sprzecznymi takie dwa zdama, ktore
nie moga byC jednoczesnie prawdziwe, np:
nazywamy zaprzeczéniem (negacjg) zdania p i zapisujemy : . ..
~p kat prosty jest mnigjszy od 90° (2.2)
(znak ~ czytamy: nieprawda, ze ..., lub krétko: nie). O1d2 _ _ S
Na przykiad jezeli p oznacza zdanie . kat prosty jest wigkszy od 907 (2.3)
| 3 jest liczba parzysta Zdania sprzeczne w znaczeniu przyjetym w logice: p oraz ~ p sa sprzeczne w po-
to ~p eoznacza zdanie  tocznym tego stowa znaczeniu (na podstawie prawa sprzecznosci), ale nie na odwrot.
nieprawda, ze 3 jest liczba parzysta { Na przyklad zdante (2.3) nie jest zaprzeczeniem zdania (2.2), wiec te dwa zdania
W tym przykladzie zdanie p jest falszywe, czyli ma wartos¢ logiczng 0 (mozna ."'-nie sq sprzeczne w znaczeniu przyjetym w logice. Sposréd dwoch zdan sprzecznych
pisac p = 0), za$ zdanie ~p jest prawdziwe (p = 1). W potocznym tego stowa znaczeniu co najmniej jedno jest falszywe, moze sig jednak
Dwa zdania: p oraz ~p nazywamy sprzecznymi. | :-_zdarzyé, ze oba sa falszywe, poniewaz tres¢ takich dwdch zdan moze nie wyczer-

Negacj¢ charakteryzuje (tzn. okresla jej sens w logice) tabl. 2-1: jezeli zdanie p fpywaé wszystkich mozliwosci. Tak jest na przyktad ze zdaniami (2.2) 1 (2.3). Sg one
jest prawdziwe to ~p jest falszywe, a jezeli p jest falszywe to ~p jest prawdziwe. }oba falszywe, gdyz kat prosty nie jest ani mniejszy od 90° ani wigkszy od 90°, lecz

Stad wynikajg nastepujace prawa logiki: 5jest rowny 90°.

Prawo sprzecznosci: z dwdch zdan: p oraz ~p co najmniej jedno jest falszywe. - Prawo podwojnego zaprzeczenia: zdania

Prawo sprzecznosci orzeka, Ze dwa zdania sprzeczne nie mogg by¢ jedno- }
cze$nie prawdziwe, tzn.

p oraz ~(~p)

| majq te samq wartosé logiczng.

b

nieprawda, Zze p i nie p
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Na przyklad zdanie: | | | Na przyklad zdanie

istnieje najmniejsza liczba dodatnia

(sm 30° = 5

1 L
= : )A(51n90°= I)
ma t¢ samg wartosc logiczna (a mianowicie 0) co zdanie

nieprawda, ze nieprawda, Ze istnieje najmniejsza liczba dodatnia. jest prawdziwe, natomiast zdanie

’ . . . .y . .I . 1 .

I'o ostatnie zdanie mozna zastqplc tgklm | . : | (cas 60° — : ) A (005 90° = 1)
nieprawda, Ze nie istnieje najmniejsza liczba dodatnia. = . |

L, . I | Jest falszywe, gdyz cos 90° = Q.

Nalezy jednak miec si¢ na bacznosci, zeby doskonalac budowe zdania nie zmie-}

ni¢ jego wartosci logicznej. Interpretacja fizyczna. Niech p, g oznaczaja wylaczniki, z ktérych kazdy moze

by¢ wigczony (stan 1) albo wylaczony (stan 0). W stanie ,,1>’ wylacznik przewodzi
S j; prad, natomiast w stanie ,,0” wylacznik nie przewodzi pradu (rys. 3-1). Stan ukladu

Pytania
1. Co to jest zaprzeczenie zdania? Scharakteryzowad zaprzeczenie za pomoca; - | 0 0
tabelki. Co to sa dwa zdania sprzeczne? ' - o S %f: fﬂr} o
B L L - p
2. Podac¢ prawo sprzecznodci, prawo wylaczonego §rodka, oraz wynikajacy z nlch; R Rys. 3-1

wniosek. , |
3. Stwierdzono, Ze jedna z dwoch nieréwnosci: @ <2, oraz a > 2, jest dlaj utworzonego przez polaczenie szeregowe wylacznikéw p, g zalezy od stanu wy-
hezby a falszywa. Czy mozna na tej podstawie twierdzié, ze druga z tychitacznika p i od stanu wylacznika g tak, jak warto$é logiczna koniunkciji P Ag
nierownosci jest prawdziwa ? | e _%Z&lﬂiy od wartoéci-logicznych zdan p, g. W zwiagzku z tym méwimy krdtko, ze

_ : 5 rzeczenia. - - ie '
4. PodacC prawo podwojnego zap 4 koniunkcj¢ realizuje polaczenie szeregowe.

3. Koniunkcja zdan ' 3 ' Pytania

beﬁnicja. Zdanie 1. Co to jest koniunkcja dwoch zdan ? Scharakteryzowad kaniunkcje za pomoca

| | | -} 2. Poda¢ przyklad czterech koniunkcji, ktére odpowiadaja czterem przypadkom
nazywamy Koniunkcjq (tloczynem logicznym) zdan p, ¢ i1 zapisujemy { w tabl 3-1. . -
oA o 3. Wyjasni¢ interpretacje fizyczna koniunkcii.

(znak A czytamy: i). | .
Koniunkcj¢ charakteryzuje tabl. 3-1: koniunkcja dwéch zdan jest prawdziwa, gd o

te oba zdania sa prawdziwe, za$ falszywa — w pozostatych przypadkach. b - 4. Alternatywa zdan
Tabl. 3-1 ' . Definicja. Zdanie
KONTUNKCJA N - p lub g (4.1)
» P nazywamy alternatywq (sumq logiczng) zdan p, q i zapisujerny
0 | o0 0 b P vy
; 1 ; . §(znak v czytamy ub).
, ) . Alternatywe charakteryzuje tabl. 4-1: alternatywa dwéch zdaf jest prawdziwa,
1 gdy o najmniej jedno z tych dwéch zdar jest prawdziwe, za$ falszywa — gdy oba
prp it | -.§3_;_Zdania sa falszvwe.

) . ) |:: ’
’ ) ] -I';: o .
- . h |||t 4 .




Na przyklad zdanie ﬁ Laprzeczenie koniunkcji. Zdanie
o 1 o |
(cos 60° = - j-) v (cos 90° = 1) . nieprawda, ze p i g
| ma tg samg warto$¢ logiczna co zdanie

1
iest prawdziwe, gdyz cos 60° = =, natomiast zdanie _ |
jest p gay g nieprawda, ze p lub nieprawda, ze ¢

(cos 60° = 1/5) v (cos 60° — K_?_) (patrz tabl. 4-2). Na przyklad zdanie
2 2 ' |
jESt falszywe. nieprawda, ze.cos 0° =0 1 . cos 60° = 1
Tabl. 4-1
ALTERNATYWA _ Tabl. 4-2
, ~(Ph£}) PAqg P q ~ D n.rqI ("‘"P)V(Nt;)
1 I | ‘
' 1 I'__ 0 0 0 1 1 1 { 1 L
| 1 O 0/ 1! 1 0 1 f
i 11 0 1 01011 1
| 0 1 11,00 0

‘ma teg sama wartos¢ logiczng co zdanie

F

Interpretacja fizyczna alternatywy jest przedstawiona na rys. 4-1. Stan ukiadu

— T e e -—— —— Ay wa T, T

utworzonego przez polaczenie rownolegle wylgcznikdw p 1 g zalezy od stanu wy-{ nieprawda, ze cos 0° = 0 lub nieprawda, 7e cos 60° = —l-u
lacznika "p 1 od stanu wylacznika g tak, jak wartos¢ logiczna alternatywy p v gqf .. 2
| . . . . : . . , . czyh
g zalezy od wartosci logicznych zdan p oraz g. W zwigzku z tym mowimy krotko, ze}
! o | o | . . ) 1
alternatywe realizuje polaczenie rdwnolegte. _- cos0° # 0 lub cos 60° # 5
0 - Oba te zdania sq prawdziwe.
- _g/; | ‘Dwa zdania majace t¢ sama warto$¢ logiczna nazywamy rOwnowasnymi,
; |_ LZaprzeczenie koniunkcji dwédch zdan
© ] | r~’ AN
S , 3 | | (P~ q) (42)
g 1 [)jest wigc rownowazne alternatywie zaprzeczen tych zdan
Rys. 4-1 I (~p) v (~9) (4.3)

~ Jest to plerwsze prawo de Morgana.

Uwaga. Alternatywe¢ zdan zbudowana za pomoca spojnika lub (symbol v )} , o , | |
nalezy odrézniac od tzw. alternatywy wykluczajqcej, zbudowanej za pomoca spdjnikal. Pwaga. ROWHOWH??OSC 'zdan (4.2) 1 (4.3) ustalilismy rozpatrujac wszystkie
albo (symbol v). Zdanie p albo g jest prawdziwe, gdy jedno ze zdan p, g jest !mozhwe uktady wartodci logicznych zdan p, g, (por. tabl. 4-2), a mianowicie:
prawdziwe, a drugie falszywe, zas falszywe — gdy oba zdanmia maja tg sama wartosc p=0,9g=0 p=0 g=1 p=1qg=0 p=1qg=1
logiczng.

Ta metoda dowodzenia réwnowaznoséci zdan nazywa sie merodq zero-jedynkowq.
Na przykiad |

8 jest liczbg parzysta albo nieparzysta Zaprzeczenie alternatywy. Zdanie |

jest zdaniem prawdziwym, natomiast zdanie nieprawda, ze p lub ¢

. . Fma t samsi tos¢ ICZna C ani
8 jest podzielne przez 2 albo przez 4 :.- ¢ } wartosc logiczna co zdanie

jest falszywe. . nieprawda, ze p 1 nieprawda, ze ¢
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Sprawdzenie tego metoda zero-jedynkowa pozostawiamy Czytelnikowi. - j_ Implikacj¢ charakteryzuje tabl. 5-1. Implikacja jest prawdziwa w kazdym przy-

Na przykiad zdanie 1 padku 7 wyjatkiem jednego: gdy poprzednik jest prawdziwy i nast¢pnik jest fal-
nieprawda, ze cos0° =0 lub cos0° = EB zy WY
ma t¢ sama warto$é logiczng co zdanie Tabl. 5-1 .
nieprawda, ze cos 0° = 0 i nieprawda, ze cos 0° = ; ! IMPLIKACJA
czyli
cos0°#0 1 cos0° # %
Oba te zdania sa prawdziwe. |
Zaprzeczenie alternatywy dwodch zdan 3
jest wigc rownowazine koniunkcji zaprzeczen tych zdan ok
R £ ¢ W nmme potocznej nie uzywamy stowa wu ymka w tak szerokim znaczeniu,
(~p) A (~9q) - 4k 1o okres
Iest to drusie srane do Moreame . o okresla tabl. 5-1. Na przyklad nie ma potrzeby méwi¢ o wynikaniu w przy-
gic p gana. ~ badku, gdy poprzednik i nastgpnik sa falszywe, W matematyce natomiast stowo
| ymka uzywane Jest w takim wiladnie szerokim znaczeniu. Wyjasnimy to na przy-
Pytania i1 zadania | : ad21e ROZWHZH‘IY zdanie
1. Co to jest alternatywa dwoch zdan? Scharakteryzowadé alternatywe za pomocac - Jezeli  n jest podzielne przez 4, to n jest podzielne przez 2 (5.3)
tabelki. p ;
2. Podac przykiad czterech alternatyw, ktdre odpowiadaja czterem przypadkom danle (5.3) ma PGStﬂC implikacji p = g; J‘i‘St ona w ramach arytmetyki prawdziwa,
w tabl. 4-1. | | dyz kazda liczba naturalna n, ktéra dzieli sie przez 4, dzieli sie takze przez 2.
3. Wyjasni¢ interpretacje fizyczna alternatywy. i zwlazku z tym mowimy, ze zdanie q wynika ze zdania p. Nie robimy przy tym
4. Zanotowaé a) prawo sprzecznosci, b) prawo wy}qczonego srodka, za pomocq adnych zastrzezen co do liczby naturalnej »n, co jest rdwnoznaczne z uznaniem
symboléw: ~, v oraz A, | ynlkamd (5.3) za prawdziwe dla kazdego naturalnego n. Zauwazmy, ze dla n = 6
S. Korzystajac z interpretacy fizyczney koniunkcji oraz alternatywy, podaé in- dame p jest falszywe 1 zdanie q jest prawdziwe, dla n = 7 oba te zdania sq falszywe,
terpretacje fizyczna prawa sprzecznosci oraz prawa wylaczonego srodka. as dla n = 8 oba zdania sa prawdziwe. Wykluczony jest tu tylko jeden przypadek:
6. Co to sg prawa de Morgana? Podac interpretacje fizyczna. dy poprzednik p jest prawdziwy i nastepnik ¢ jest falszywy (por. tabl. 5-1). Wyni-
7. Zapis a << b oznacza, ze (@ < b) v (a = b). Wyjasni¢ dlaczego zdania 1 < 1 ame ma wige ‘w matematyce to samo znaczenie, co implikacja.
oraz 1 < 2 sa prawdziwe, za$§ zdanie 1 <C 0 jest falszywe. Streszczajqc okreslenie implikacji (wynikania) powiemy, ze
8. Na czym polega metoda zero-jedynkowa ? Sprawdzié¢ za pomoca tej metody, -

Definicja, Zdanie

7ze zdanie (4.4) ma t¢ sama wartos¢ logiczna co zdanie (4.5), bez wzgledu naf z prawdy wynika tylko prawda

wartosci logiczne zdan p, gq. | ___f____l_ﬂZ
z talszu moze wynikaé zardwno prawda jak i1 falsz

:;1- |

} Uwa ga Poniewaz kazde twierdzenie matematyczne moina wypowiedzie¢ w po-
am implikacji wedlug schematu ’

5, Implikacja (wynikanie)

jezeli p, to g (s. 1) jezell ZALOZENIE, to TEZA

nazywamy implikacjq (wynikaniem) o poprzedniku p oraz nastepniku q i zaplsmemy IQC nalezy pamigtac, ze spetnienie zalozes (prawdziwo$¢ poprzednika) zapewnia

awdmwosc tezy, jezeli natomiast zatozenia nie sg spelnione (falszywos$¢ poprzed-

. - ' 5.2
=4 ( ) ka) to moze si¢ zdarzy¢, ze teza jest prawdziwa i moze SIQ zdarzy¢, ze teza jest

(znak = czytamy: implikuje lub z ... wynika ...). | Tszywa

14
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- Zaprzeczenie implikacji. Zdanie
nieprawda, ze jezeli p to ¢

na t¢ samg wartos¢ logiczna co zdanie

p1nie g
o (por. tabl. 5-2).
'- Tabl. 5-2
. EEan o] orce |
i -
= 0 1 00| 1 0
i 0 i 0 1 0 | 0
N I 0 1o 1 ! 1
| l v 1 L1 ]| o 0

Na przyklad zdanie
nieprawda, ze jezeli 1-(1—-1) =2-(1-1) to 1 = 2

- . I [ T % P "
| Y s , .
R S . LT IRl T HE -
d S .i':!.:i":_“'i-g o -
el T . :
F e L

(prawdziwe) ma t¢ samg warto$¢ logiczna co zdanie
1-(1-1)=2-(1-1D) 1152
Zapi'zeczenie implikacjt
~(p = q)
jest wiec rownowazne koniunkcjl
pA(~g)
Jednym z najczgscie; stosowanych praw logiki, jest
Regula odrywania. Jezeli prawdziwe sq

wynikanie p = q oraz zdanie p

.

to prawdziwe jest zdanie q.

tabl. 5-1).

5 p=4q, oraz q =r
to prawdziwa jest implikacja

pP=r

implikacjgs

Prawo przechodniosci impliKacji. Jezeli prawdziwe sq dwie implikacje

K

¢
. i

:i"ff':l.
(5.4
SR AN

- i
. qi’:_' .

' ::Zl. L.
. -'|_: |:..

B

)| RN
- i

. ;' |: .
..,"

:;;. Matematyka

Przyklad. Poniewaz prawdziwe sa dwie implikacje

Sox = 225° => & = 45°, oraz &« = 45° = tgx = 1,

igc prawdziwa jest implikacja

I.
:I:.

c'

ych praw logiki, ktdre uwazamy za najzupelniej oczywiste i zrozumiale. Dlatego

Sx 225G~—>tgac:1

Zarowno reguta odrywania _]Elk 1 prawo przechodmosm implikacjt naleza do

dowodach matematycznych powolujemy si¢ wyraZnie na te prawa tylko w wy-

atkowych okolicznosciach. Nalezy jednak pamigtaé, ze prawa te stanowia wraz

f

i

I
3 i

1

. ?-: .
\ ‘i:.' .
. I:\. .

i

Przyklad. Z arytmetyki wiadomo, Zze implikacja: jezeli suma cyfr liczby natd E
ralnej dzieli si¢ przez 3, to ta liczba dzieli sie przez 3, jest prawdziwa. Zdam
suma cyfr liczby 723 dzieli sie przez 3, jest takze prawdziwe. Na podstawie regu i
odrywania mozemy wigc stwierdzié¢, ze liczba 723 dzieli sie przez 3.

Nazwe regufa odrywania uzasadnia si¢ tak: jezeli prawdziwe sa:
p = q oraz poprzednik p, to mozna z tego kontekstu oderwad (wyodre;bmf
nastgpnik g, nadajac mu samoistny byt i przyja¢ go jako zdanie prawdziwe (po

L

i~

1nnym1 prawami logiki fundament wszelkich dowodow matematycznych.

Pytania i zadania

1. Co to jest implikacja (wynikanie)? Scharakteryzowac¢ implikacje za pomocy
- tabelki.

~ 2. Podac przyklad czterech implikacji, ktére odpowiadaja czterem przypadkom

W tabl. 5-1.

3, Oméwid zaprzeczenle a) koniunkcii, b) alternatywy, c) implikacii.

4. Oceni¢ (w ramach matematyki) wartos¢ logiczng zdania

D . 1 * )
a) jezellr sin 30 = 2 to sin 157 = T
b) jezelt sin 60° = 1, to sin 30° = ;
) jezel 1 > 2, to 2 > |
d) jezeli 1 > 2, to 2 < 1

5. Poda¢ a) regule odrywania, b) prawo przechodnioéci implikacii.

6. Udowodni¢, ze zdanie p = ¢ ma t¢ sama warto$¢ logiczng co zdanie (~p) v gq.

6. Warunek _konieczny. Warunek “wystarczajacy

JezelL
ze zdania p wynika zdanie ¢

to méwimy, 7e

'I
A l

P jeSt warunkiem wystarczajqcym dla g

q jest warunkiem koniecznym dla p

Zamlast warunek wystarczajgcy mowimy tez warunek dostateczny.

Przyklady

© Podzielnogé liczby n przez 4 jest warunkiem wystarczajacym podzwlnosm

lczby n przez 2.
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Podzielno$¢ liczby n przez 4 nie jest warunkiem kontecznym POdZiElHOéCDT tabl. 5-1). Pierwsza z tych implik&cji mozna odczyta¢ krotko: p tvlko wtedy,

liczby n przez 2, o czym $wiadczy przykiad liczby 6, ktora jest podzielna przez 2{dy g (p jest warunkiem wystarczajacym d
lecz jest niepodzielna przez 4.

- Podzielno$¢ liczby n przez 2 jest warunkiem kontecznym podzielnosci liczby 1adamy tak:

n przez 4.
Podzielnoéé liczby n przez 2 nie jest warunkiem wystarczajacym pod:mel_t
nosci liczby n przez 4, o czym s$wiadczy przyklad liczby 6. |
Warunek konieczny oraz warunek wystarczajacy sg to pojecia rdzne. Jak zo
baczylisSmy na przykladach,

[a ¢), za$ druga: p wtedy, gdy g (p jest

arunklem koniecznym dla g). W zwiazku z tym rownowaznosc zddn Pl g wypo-

p wtedy 1 t},lko wtedy, gdy g (7.1)

Zdanie (/. l) zapisujemy

peq - (7.2)

nak < czytamy: wtedy i tylko wtedy, gdy). Rownowazno$c (7.2) charakteryzuje

warunek wystarczajacy dla p moze nie by¢ warunkiem konleczny bl 7-1. Tabl. 7.1
dla p ROWNOWAZNOSC
oraz o T
warunek konieczny dla p moze nie by¢ warunkiem wystarczajacy i ! b
dla p ' o 0 4 1
Moze si¢ zdarzycC, ze warunek konieczny dla p jest jednoczes$nie warunkle | 0 1 0
wystarczajacym dla p. Mowimy wowczas, ze jest to warunek konieczny i wysmr 1 0 } 0
zajqey. | | - 1 1 1

Na przyklad podzielno$¢ przez 2 i przez 5, jest warunkiem komecznym .

i wystarczajgcym podzielnosci przez 10. Odpowiednia rownosc dlugosm ,

trzech bokéw jednego trojkata trzem dlugosciom bokow drugiego trojkata, {

- Jezeli rownowaznos$é (7 2) jest pmwd?lwa to zdania poraz q nazywamy zda-

stanowi warunek konieczny 1 wystarczajgcy przystawania tych trOJka,tow mmz FOWROWAZNYMI.

Zaltozenia w
jacy na to,
jednak nie stanowi¢ warunku koniecznego. Na przyklad jezeli trojkat jest row

prawdziwym twierdzeniu stanowia warunek wystarcza

noboczny (zalozeme) to promien okregu wpisanego jest rowny 1/3 wysc:kosc
tréjkata (teza); zalozenie nie jest w tym przypadku warunkiem koniecznym dl o

tezy, o czym S$wiadczy przyklad trojkata prostokatnego o przyprostokatnych 4 *

" Dwa zdania réwnowazne sa to zatem takie dwa zdanla ktére maja te sama

7eby teza tego twierdzenia byla prawdziwa. Zalozenia te mog artosc logiczna: oba sa prawdziwe albo oba sa falszywe (por. str. 13).

Na przykiad
2x—4=0=x =12

x—y<ex <y

Za pomoca symbolu réwnowazno$ci wygodnie jest zaplsac wiele praw logiki.

(podstawa) 1 3 (wysoko$é), ktéry nie jest rownoboczny 1 dla ktorego promlen a przyklad

okregu wpisanego réowny jest 1, czyli 1/3 wysokoscl.

Pytania

1. Co to jest a) warunek konieczny, b) warunek wystarczajacy, c) warune*

konieczny i wystarczajacy?

n‘
2. Podac przykiad twierdzenia, ktorego zalozenia a) stamwmaC warunek konieczn ,kf’
1 wystarczajacy dla tezy, b) nie stanowia warunku koniecznego dla tezy. -Eiil

-7,
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~(prgel(~pv~9] (7.3)

~(pv g)<[(~p) r (~q)] | (7.4)

Prawo nodwmnegn zaprzeczenia: '
p<~(~p) (7.5)

Prawo-zaprzeczema ll‘ﬂpllkﬂC]l‘ |
~p=9elpat~l (7.6)

R
.l ,.I

7. Rownowaznosc zdan

i

': *s-H: .
-?3" .

g & '1 Co to jest réwnowazno$é dwoch zdan? ScharakteryzowaC rownowaznose

Definicja. Rownowaznosé adan p 1 ¢ jest to zdanie orzekajace, ze zdania p 1 £
. |T

maja t¢ sama wartos¢ logiczna.
Réwnowaznosé zdan p, g oznacza prawdziwosé dwoch implikacii

| SN

- p = q, oraz odwrotnej do niej q = p

18
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Pytania i zadania

- za pomoca tabelki.

; -fj 2. Co to znaczy, 7€ dwa zdania sa rownowazne ? Podaé prz,yk{ddy zdan rowno-

waznych a nastepnie taklch ktore nie sa rownowazne.

19




3. Sprawdzi¢ metoda zero-jedynkowa prawdziwoé¢ réwnowaznosci a) (7. 5" Dwie formy zdaniowe majace wspolna dziedzing nazywamy rownowaznymi,

b) (7.6), ¢) (p= @)= [(~q)=(~p)], d) [(p ~q) = ~pl<(p = q). dy;azdy ;le;nent ktory spelnia pierwsza z nich spelnia takZe druga i na odwrot.
4. Czy dwa zdania a przykiad nierdwnoscl

a) x* > I, oraz x > 1 — x? ~4x <0, oraz x*—4x>0

b) x? < 1, oraz x < 1 | - q réwnowazne, gdyz spelnia je kazda taka i tylko taka liczba, ktdra jest ujemna
| lub wigksza od 4.
Jezeli forma zdaniowa p (x) jest réwnowazna formie zdaniowej g (x), to psszemy

P p(x)=>q(x)

sa rownowazne dla kazdego rzeczywistego x7
5. Czy dwa zdania

/2 1 ¢
a) sin 307 = V- ., oraz c¢os 30" = — j Na przykiad
bR 2 —x24+4x < Q> 2 —4x >0
b) 2 <3, oraz 3 =12 i Za pomocy spojnikéw zdaniotwérczych (~, v, A, =, <) mozna bu-
c) sina=1, oraz cosa = U ' ': owac formy zdaniowe zlozone, np. |
d) sin‘o =1, oraz coso = 0 , ~(x*~-1=0), x<lvx>3
sa rownowazne”’ ‘Rozpatruje sie takze formy zdaniowe z dwoma lub wigksza liczba zmiennych.
':: . - d przyklad
iR . - , | . - X =3, X <2, . 2 b y—2z3 2 1tp.
I . - 8. Forma zdaniowa .4 Ty Y Xty-zh >, 1P
R efinicia. Forma zdaniowa (funkcja zdaniowa) z jedna zmien okres 1011 . :
. w dziedzinie D, jest to takie wyrazenie zawierajace t¢ zmienng, ktére staje 31 i | |
e | Zdamem, edy na miejsce zmiennej podstawimy dowolny element zbioru D. 1. Co to jest forma zdaniowa z jedna zmienna? Poda¢ przykiady i okreshic
| Na przykitad wyrazenie | - w kazdym z nich dziedzing.

x jest liczba pierwsza : (8.1'5? 2. Co to znaczy: element spefnia formg zdaniowg?

T J Fr rr a ’ T, , ) _
SRR jest forma zdaniowa z jedna zmienng x. Dziedzina tej formy moze by¢ np. zbld 3 gna]ezc 2takac wartfgc > cila kiorej forgla zdat;mwa 2) Ji }25 n A < -2
A liczb naturalnych. Podstawiajac do formy zdaniowej (8.1) liczb¢ 7 na miejsce zmierg - ).x > X VX = U, ¢) x> = > 2, d) X = 9 <> x” =27 jest praw-

- dziwa, a nastepnie taka, dla ktorej ta forma jest falszywa.

nej x, dostajemy zdanie prawdziwe, natomiast podstawiajac liczbe 8 na miejsce o _ , , o o
k- 4. Co to znaczy, ze forma zdaniowa jest a)'tozsamosciowa, b) sprzeczna? Po-
dostajemy zdanie falszywe. |

Kazde rownanie jest forma zdaniowa. Na przyklad rownanie da:c przyk'lady. , , _ ..
. 5. Kiedy dwie formy zdaniowe sg rownowazne? Podaé¢ przyklady.

el

—_
e

jest forma zdaniowa zmiennej X.
- Kazda nierownosc jest forma zdaniowa. Na przyklad nierdwnosc

4z < ' (8. 3 % __ 9. Kwantyfikatory

_;' -Fn‘

jest forma zdaniowa zmiennej z. Sposrod licznych zwrotéw jakimi postugujemy si¢ w matematyce przy formutowa-

Mowimy, ze pewien element spelnia forme zdaniowq, jezeli podstawiajac go d mu zdan orzekajacych, na szczegdlng uwage zastuguja dwa:
tej formy na miejsce zmiennej dostajemy zdanie prawdziwe. dla kazdego x.. (9.1)

Na przyklad liczba 11 spelnia formg zdaniowa (8.1), natomiast liczba 12 nif
spetnia tej formy. H(?‘az
Forme zdaniowa nazywamy foisamosciowq, jezeli spetnia- ja kazdy elemenf:
natomiast sprzeczng — jezeli nie speinia jej Zaden element (z dziedziny tej formy Te dwa zwroty nazywamy kwantyfzkatmamz zwrot {9.1) jest to tzw. kwanty-

‘Na przyktad réwnanie (x+1)*—2x = x 2 1 oraz nierdwnos¢ (Jn:——])2 > 2x s§ *f Ikdtor ogdlny (albo duzy), ktory oznaczamy symbolem
w dziedzinie liczb rzeczywistych tozsamoséciowe, za$ rownanie x241 = 0, 01':.5;- - A\
nieréwnosé x241 < 0 sg sprzeczne. x

istnieje takie x, ze ... (9.2)
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B, 0 0 1 |
B, 0 1 0 0
B 0 1 0 1
B, 0 1 1 0
B, 0 1 1 1
B, 1 0 0 0
B, 1 0 0 1
B, 1 0 1 0
B, 1 0 1 1
B, 1 1 0 0
‘B, 1 1 0 |1
B, 1 1 1 0
By 1 1.1 1

Sposrod funktorow 4; oraz By, gdzie 0 < i< 3,0 <j <
nazywa si¢ negacjq (~ ), zas funktory B, B, Bla, By, By, By odpowiednio:

koniunkcjq (A), alternatywq (v), implikacja (=), rownowaznosciq (<),
funktorem Sheﬁera (dyz;unqu) oraz funktorem ]ednoczesnego zaprze-

czenid.

1.1. Zdefiniowa¢ koniukcje zd pomoca alternatywy 1 negacji.
1.2. Zdefiniowa¢ alternatywe¢ za pomocg koniunkcji i negacji.
1.3. Zdefiniowal alternatywe za pomoca implikacji i negacji

1.4, Udowodni¢, ze za pomoca alternatywy i komunkcp me mozna
zdefiniowa¢ implikacji ani dyzjunkcji.

1.5. Udowodnié, Zze za pomoca réwnowaznosci i negacji nie mozna
zdefiniowac alternatywy ani koniunkcji.

1.6. Udowodni¢, ze za pomoca funktora A, oraz impljkacji mozna

‘zdefiniowa¢ wszystkie pozostate funktory zdaniotwércze (zaréwno jedno-
-argumentowe jJak 1 dwuargumentowe).

1.7. Udowodni¢, ze kazdy z funktoréw By i B,, wystarcza do zdefinio-

wania pozostalych funktoréw zdaniotwdrczych (zaréwno Jednoargumen- :

towych jak i dwuargumentowych).

*1.8. Udowodni¢, ze funktory Bg i B,, sa jedynymi funktorami o wlas-
nosci opisanej w zadaniu 1.7. Udowodnié, ze za ich pomoca mozna zde-

finlowa¢ dowolny funktor n-argumentowy (dla dowolnego n).

1.9. Niech wyrazenie (formuta) f zawiera n zmiennych zdaniowych.

15, funktor A,

¥ -

y e Wy
= . - -

[le wartosciowan nalezy rozpatrzyC przy badaniu, czy Wyraieme f jest
tautologia ?
Wykazac, ze nastepujace wyrazema SQ tautologiami (zad. 1.10- 132)

1.10. p = p.
1.11. p = (g = p).

1.12. p=(g=p A 9). ﬁ
113. [p=(g=n)]= [(p = q) = (p=r)] (prawo sylogizmu warun

g

kowego). |
1.14. p<~ ~p (prawo podwijnego pffzeczema).
115. pv ~p (prawo wyiqtzone%m' srodka).
1.16. ~(p A ~p) ( prawo sprzecznosci).
1.17. ~(p A g)<=(~p ¥V ~q) (prawo de Morgana).
1.18. ~(p v @)= (~p A ~q) (prawo de Morgana).
| 1.19. (p=>q)<=(~q = ~p) (prawo transp?zyc_;z)
120, [(p=q)=pl=p (prawo Pierce’a).
1.21. (p= q)<=(~p V q). | |
1.22. (~p=p)=p
1.23. ~p=(p => q)
1.24. (p A q) = P.

(prawo Claviusa).
( prawo Dunsa—Sco_tysa).

- 125.p=(p V9.

1.26. (p A g=r)<[p=(g= 1)}
127. [pv@Vvnlelpvavrl
128. [pA(gaAanlelparg Arl
129, [pAa@@vnle(pAgVpAn)l
1.30. [pv(gan]<=(pve alpVvrl
1.31. [(p= @) A ~q] = ~P.
1.32. [(p= P Arpl=q
Sprawdzic, czy nastepujgce wyrazenia sa tautologlaml (zad. 1.33- ‘ 1.61).
133 [(pve A ~pl=q.
134, (p=q)=(pAr)=4ql.
135, (p=q) = [p=(qVr)}

1.36. p = [(~p) V4l

1.37. [(pvAr(p=ql=(q =‘*P)-

1.38. pvi(~pAg)V(~pA~ q)]

1.39. ~[pA(~pAg)] |

1.40. p = [(~qnrq) =>r].

1.41. [(p = @) A(g = p)] = (pVa).
4




[= (~pvag).

(p=9q).
> (_p => r).

>(PVr=qVs).

r)A(g =)l

>[(pAr)= (g9}

| = ~1)} = (pAgGAT).-

>(p=r)]

Mgvr)a ~pl}.

J=(pA ~q).

> [(pas) = (gvr)].
= [(r=p) = (g = p)].
- pl. - |
p=3s)]=[p=(qvrvs)l
s=q)=[(pAra ~s5)=gq].

1) = ~rl}=(~pA ~ga ~r).
= {lp=@vil=(p=r)}
=9Vvp=nlrllg=s5)v(g =>p)]}
f=>u)] = [(pArat) = (garsau)l.
>rvig=nl -
zdanie: Jezeli liczba naturalna g jest liczba
3 zlozona, to a réwna sic 4.

zdanie: Jezeli liczba naturalna a dzieli si¢

teli si¢ przez 3 wynika, ze a dzieli si¢ przez 5.
zdanie: Jezeli z faktu, ze wszystkle boki

a, ze wszystkie katy tréjkata ABC sa rowne,
f@ty, to ma on rowniez nierdvine boki.

- zdanie: Jezeli figura A jest czworokatem
to z faktu, iz A jest czworokatem, wymka

lanie: Jezeli liczba a dzieli si¢ przez 3 i dzieli

le dzieli si¢ przez 3, wynika, iz g nie dzieli

lanie: Jezeli liczba a dzieli si¢ przez 2 i a dzieli -
ziell sie przez 7, wynika, iz g dzieli si¢ przez 3.
lanie: Jezeli nie jest prawda, ze albo prosta L
bo prosta P nie jest rownolegla do prosiej M,

v

-

to albo prosta L nie jest rownolegla do prostej M, albo prosta P jest rOwno-
legta do.proste; M. - | )

1.69. Czy nastgpujace: zdanie Jest prawdziwe: Jezeli Jan nie zna Logiki,
to, jesh Jan zna Logike, to Jan urodzit si¢ w IV wieku pne.

1.70. Czy prawdziwe jest zdanie: Jan zna Logike wtedy 1i tylko wtedy,

. gdy nie jest prawda, Ze nie jest prawda, ze Jan zna Logike.

1.71. Czy prawdziwe jest zdanie: Jezeli z faktu, iz funkcja f jest réznicz-
kowalna w punkcie x,, wynuKa, 48 j€st ona ciagta w punkcie x,, to z faktu,

iz funk-:Ja f jest uacgla W punkcie x,, wynika, iz jest ona rozmczkowalna_.

w punkcie x,. | | | )
1.72. Udowodnié¢, ze jezeli zdanie p jest falszywe, to dla kazdego

" zdania g mamy:

a) pVg réwnowazne jest ¢,
b) pAg réwnowazine Jest p.

1.73. Udowodnié, ze jezeli zdanie p' jest prawdziwe, to dla kazdego

zdania ¢ mamy:

a) pAq rownowazne jJest ¢,
b) pvg rownowazine Jest p.

1.74. Przyporzadku]my wartoéci logicznej 0- liczbe naturalna 0, za$
wartoéci logicznej 1 liczbe naturalng 1, wtedy funktmy loglczne moge;

‘byc wyrazone w nast¢pu340y sposOb:
~p=1-p, pAq=min(p,q)=pg,
pVvq = max (p, q) = p+q ~ P4, p =q = 1-p+pq.

Udowodmc 7€ przy taklej mterpretacp wyrazeme jest tautologlq
wtedy 1 tylko wtedy, gdy przy kazdym ukiadzie wartos$ci przyjmuje war-

- t08¢ 1

*1 5. Pr7yp0rzqdku_]my wartosel 10g1cznej 1 liczbg aturalnq 0, zas
‘wartoéci logicznej 0 liczbg 1. Znalez¢ analogiczne wyrazema do rozwa-

o zanych w zadaniu 1.74. Udowodni¢ analogiczne twierdzenie (z tym, Ze

zamiast 1 w tezie twierdzenia winno by¢ 0).
' 1.76. Udowodnié, Ze _]62611 wyrazenie ¥ jest tautologig, to wyrazenie

P, =>(d> = .:‘»‘»((P,,-*—v )...)

takze Jest tdutologlq




