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>
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12. 10, 30. Nie, gdyz przy takich danych wysokc'aéc trapezu moie by,
réwnie? nachylenie jednego ramienia trapezu jest dowolne.
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15, (—S—n:—T]/2). Sty V
16. 4)/6 17, 0,37/91 18. 289, 13y/2 ) _
19. H lezy na wysokosci ZD w odlegtosei vy od wierzchotka.

TRYGONOMETRIA

Rozdzial Xiv

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA OSTREGO

92. Okreslenie fimkcji trygonometrycznych kata ostrego

Co to jest trygonometria. Slowo trygonometria jest greckiego pochodzenia
i oznacza dostownie |, mierzenie tréjkatow”, Trygonometria jest dziatlem geometrii.
Gléwnym zadaniem trygonometrii jest rozwigzywanie tréjkatow.
Rozwiqzal tréfkqr oznacza wyznaczyé wszystkie jego boki i katy, jeéli sa dane
niekt&re z nich albo pewne zwiazki miedzy nimi.
" Gléwnymi pojéciami trygonometrii sa funkcje trygonometryczne. Istnieje szedc

- funkcji trygonometrycznych; oto ich nazwy i symbole’

sinus sin
cosinus cos
tangens g
cotangens ctg
secans sk
cosecans cosec

aiwy_';c 5 lacinskie i nalezy je czytad: sinus, kosinus, tangens, kotangens, sekans,

kosekans. Oprécz symbolu tg spotyka sig symbole: tang, tan; cotangens oznacza
si¢ ‘te2 cot Jub ctn; zamiast cosec pisze sig¢ tez csc. ‘

-—Oto_ ‘przykiad wyjasniajacy genez¢ funkeji trygonometrycznych,
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Przyklad. Na .;;Iaskim terenie stoi wieza (rys. 92-1). Obserwator stojacy wodleglo-
fci 120 m od wiezy widzi ja pod katem 35°, Wyznaczyc wysoko§¢ wiezy A

Rozwiazanie. W trdjlchie OPW (G — obserwator, P — punkt u podstawy

wiezy, W — wierzchotek wiezy) dane sa: bok OP = 120 i dwa katy. _przyl‘egle‘do-

tego boku o miarach: 35° i 90°. Przyklad rozwiatemy wykreéinie, poslugujac sig
podobiefistwem tréjkatow.

Kreslimy trojkat O'P'W’ podobny do tréjkata OPW, obierajac dowolng pod-
stawe O°P' =b i kreslac przy niej katy o miarach 35° i 90° (rys. 92-2). Z proporcji
h:170 = a:b wynika .

i

Stosunek % jest 't_u czynnikiem, przez Ktory nalely pomnozyé ndlegt#oéé{ ¥

aby otrzymaé wysokodé wiezy. Istétne sa tu nie odcinki @, b oddzielnie b
ich stosunek. Pamocniczy trojkat O'P’ W' mote mieé dowolna wielko§é;. j

ko jest podobny do tréjkata OPW, to stosunek %,miec’: bcdzic zawsze. tg

Mierzﬁc odcinki 4, b na rysunku 92:2, otriymujémy % = 0,7,

=120:0,7 = 84. ) . ‘
Aby si¢ przygotowaé do rozwiazywania takim spbsobem wigks:
dobnych zadad, moZna nakresli¢ wiele tréjkatow prostokatnych o
tach ostrych i wyznaczyé .wartodci stosunku przyprostokatnych d!
Jedli przyprostokatng przylegla do katé « obierzemy rowng 1, to w
rzyt druga przyprostokatna i jei dhugosé jest réwna szukanemu stosin
Stosunek ten trzeba jako$ nazwad. Nazwano go fangensem. Kazda
wanych na rysunku jest fangensem jakiego$ kata, np. katoWi 5° od]
réwny 0,09. Wyrazamy te, ‘méwigc: ;,tangens kata 5° rwna sig 0}
1g5° =009

i
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10 - Matematyka ,

Tablica 92-1
o tgo
.0 1]
5 0,09
10 0,18
15 - 0,27
20 0,36
25 - 0,46
30 0,58
35 " 0,70
40 0,84
45 1
- 50 1,19
55 1,42

J 173
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2
A !
l Mowimy tez: , Jesli kat ma miarg 5°, to tangens tego kata réwna sig 0,09", co zapi- " istota jest preporcjonalnoéé réznic (rys, 92-5). Szukana warto$¢ o powinna dzieli¢ i
roznicg dwéch kolejnych pozyeji w kolumnie katéw w takim stosunku, w jakim :

i sujemy . ) ) |
] ‘ =5 = tga=009 | dana wartoé¢ tangensa 0,40 dzieli réZnicg dwoch kolejnych pozycii w kolumnie

’i : . tangenséw, i

Streszczeniem powy?szych rozwazan jest nastgpujaca definicja: . -

" Tangensem kqta ostrego « nazywamy stosunek przyprostokqinej przeciwleglej kq- ad 5o '

. It towi o do przyprostokqinej przyleglej do kata o. .

| Stosunek ten nie zalesy od wielkodci tréjkata, a jedynie od kata a; jest wigc 2 0% i

I funkcja kata 2. Jednak warto$¢ jego wyznacza sig za pomoca trdjkata; dlatego naz- ' . l J_ i

“r wano go funkcja trygonometryczng (po grecku frigonon — trojkat). a=f i l _|_ g4

| Tablice trygonometryczne, Wartosci tangensa odezytane z rysunku 92-3 mozna 25° 446

zapisaé w postaci tablicy (tabl. 92-1). Z tablicy tej korzystamy w ponitszym przy- '/ ! ;

kiadzie. Obszerniejsze tablice znajduja si¢ w tej ksig2ce na str. 261. Dokladniejsze : : :

tablice trygonometryczne motna nabyé w. ksiggarniach. Rys. 92-5 . . :

Przyklad. Rozpietosé dachu dwuspadowego o jednakowym nachyleniu obu potaci - 20°) 1 (25° = 20°) = (0,40—0,36) : (0,46 —0,36) _ ;
oL wynosi 20 m, a wysokos¢ tego dachu wynoﬂ 4 m (rys. 92 4). Obliczy¢ kat nachyle- . ) ] -
sy nia potaci dachu do poziomu. Wykonujac latwe rachunki, otrzymujemy o = 22°,

2 S ' Ukladanie tablic trygonometrycznych { ich dokladno$é. Wartosci tangensa, kiére
_ chcieli§my przedstawi¢ w tablicy 92-1, s3 prawie wszystkie liczbami niewymiernymi
(z wyjatkiem wartodci tg0° =0 i tg45° = 1, ktdre sa catkowite). Znajdujace sig
w tej tablicy ulamki dziesigtne sa przyblizeniami wartosci tangensa z dokladnoicia ;
do 0,01, co wyratamy, méwiac 2e tablica ta jest , dwucyfrowa™. '
Jak moZna zwigkszyé dokladno$é tablic? Staranniejsze kreflenie rysunku i i zwig- i
kszenie jego rozmiaréw niewicle pomoze, gdy2 na dufym rysunku i bledy beda wig- ;

1 ‘ . Rys. 92-4 B ksze. Na tej ,,doswiadczalne]” drodze wielkiego sukcesu nie odniesiemy.

: E ; Rozwigzanie. Wysoko$é dachu i polowa rozpigtosci — to dwie przyprosto- . Dzigki matematyce WYZSRJ bez kredlenia, droga czysto rachunkowg (méwimy: :
katne w tréjkacie o kacie ostrym . Jest wige analityczng) moina obliczyé wartoéc; wszystkich funkgji trygonometryeznych z do-
’ 4 ' wolng dokladnodcia. Uzywane s3 cztero-, pigcio-, szzﬁc:o-, a nawet dwunastocy-

frowe tablice funkcji trygoncmetrycznych,

4 .
tga=— =04 N +
Po tym wprawadzeniu w trygonometrig przystgpujcmy do zdefiniowania fun-

. 10

Teraz patrzymy na tablice 92-1 i w kolumnie wartoici tangensow szukamy pozycji
0,4 = 0,40. Pozycji, doktadnie takiej, nie ma, wigc bierzemy t¢, ktdra rézni si¢ mo-
2liwie najmniej, tj. pozycje 0,36. Takiej wartosci tangensa odpowiada kat 20°. A wigc
odpowiedZ nasza, w przyblizeniu bardzo grubym, bedzie 20°. Jest to odpowiedz
z dokladn?s'ci’q do 5° Dokladnoi¢ mozna powiekszy¢ przez interpolacjg.

Interpolacia jest to wyznaczenic przyblizonej wartosci posredniej migdzy dwiema.

wartogciami znajdujacymi si¢ w tablicy i polega na rozumowaniu, ktére w zasto-
sowaniu do powyiszego przykladu tak przebiega: .Jedli wartosé tg a = 0,40 jest
posrednia migdzy 0,36 i 0,46, to kat x odpowiadajacy tej wartosci jest katem pos-
rednim migdzy 20° i 25°". Rozumowanie takie jest poprawne, jesli stosujemy je
do funkgji mono[omcznych Tangens jest w zakresie kqtow ostrych funkcja mono-

toniczng, a mignowicie rosnaca.
Dla przyblizonego wyznaczenia kata o slosule sig lnterpolaqq liniows, ktérej

.
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kcji trygonometrycznych.

Definicja 92.1 (funkcji trygonometrycznych kata ostrego). Niech bedzie dany
dowolny kat ostry . Zbudujmy dowolnv tréjkat prostokatny majacy kat ostry ¢
(rys. 92:6). Boki tego trojkata majg nazwy:

4

tegla

Frayprostokgtng praeciw-

Prayprostohging preyisgla do kgtap
i Rys. 92-6
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— przeciwprostokatna,

— przyprostokatna przylegla do kqta @,

— przyprostokatna przeciwlegla katowi ¢.

Z bokdw tego tréjkata mozna utworzyé 6 roznych stosunkdw. Kazdy z tych sto-
sunkdw stanowi jedna z szefciu funkcji trygonometrycznych kata ostrego ¢, a mia-
nowicie:

sinusem Kata ostrego ¢ nazywamy stosunek przyprostokatnej przeciwleglej ka-
towi ¢ do przeciwprostokatnei;

cosinusem kata ostrego @ nazywamy stosunck przyprostokatnej przylcglcj do
kata ¢ do przeciwprostokatnej;

tangensem kata ostrego ¢ nazywamy stosunck przyprostokame} przecxwleglq
katowi ¢ do przyprostokatnej przylegtej do kata ¢;

colangensem kata ostrego ¢ nazywamy stosunek przyprostokatnej przylegicj
do kata p do przyprostokatnej prreciwleglej katowi ¢;

secansem kata ostrego ¢ nazywamy stosunek przcc:wpmstokatncg do przypro-
stokatnej przylzglej do kata ¢;

coSecansem kata ostrego .¢ nazywamy stosunek przeciwprostokatnej do przy-
prostokatnej przeciwlegtej katowi . J

Streszczajac te definicje, zapiszemy

przyprostokatna przeciwlegla '
przeciwprostokataa

sing =

przyprostokatna przylegla
przeciwprostokatna

cos @ =

t przyprostokatna przeciwlegta
g = przyprostokatna przylegha

' (52.1)

-

przyprostokatna przyleglta
ctgp= - eciwleela
‘przyprostokatna przeciwlegla

przeciwprostokgtna

secy = przyprostokatna przylegla
L przeciwprostokatna
coset ¢ = przyprostokgtoa przeciwlegla

Spostrzegamy, e irzy osrarme Junkcje sq odwrotnosciami trrech pierwszych, a mia-
nowicie . : !

t 1 se¢ g ! cosecp = ! ’
= — = — = —
A T F= sy = Sing

(92.2)

Funkeje bedace wzajemnymi odwrotnééciami polgczono w zapisie (92.1) klamrami.
Ulatwi 1o zapamigtanie powy2szych definicji.
Funkcjami sec i cosec nie bgdziemy si¢ blizej zajmowac.

Omczema standardowe, Aby definicjom i twierdzeniom trygonomctm nadaé .

jak najprostszq postaé wprowadza si¢ nastepujgce oznaczenia:

1438

a, b, ¢ — dlugodci bokdw tréjkata,
a, B,y — katy trojkata,
r — promien kola wpisanego w trdjkat,
R — promied kota opisanego na trojkacie,
S — pole tréjkata, '
przy czym: .
kat lezgcy naprzeciwko boku a oznaczamy «a,
kat lezacy naprzeciwko boku b oznaczamy f,
kat lezacy naprzeciwko boku ¢ oznaczamy y.
Nickiedy dla oznaczenia katow, zamiast liter greckich, uzywa sig liter 4, B, C ozna-
czajacych wierzcholtki tych katéw.
. W tréjkacie prostokgtnym umawiamy sig¢ oznaczadé kat prosty litery y wzglednie
C, a przeciwprostokatng litera ¢ (rys. 92-7).

Rys. 92-7

Powy?sze oznaczenia mazywamy ozmaczeniami standardowymi.
Przy oznaczeniach standardowych w trojkacie prostokatnym mamy .

sing = — sin,‘j=_'?._
c ¢
b a '
cosa = - c.os,B—7
‘ a ° b
tga:—T ‘ :8'8_,7 ‘
! (92.3)
t a:==~ii ct, ,8—i :
“Ex= g b .
) scca=-§— scc,ﬂ=%
' c : ¢
cosecq = — cosecfi = —
a . b

Nie- w katdym przypadku mo#na ulyé oznaczefi standanlowych, ale zawsze

“ trzeba umieé uloiy¢ stosunek tworzacy dang funkeje trygonometryczng. Dlatego

Yia pierwszy plan wysuneliémy takie sformutowanie definicji finkcji trygonometrycz-
nych, w kidrym nie korzysta si¢ z cznaczed standardowych.
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Zadanie 1. Tréjkat wpisano w. pélkele w ten sposéb, e érednica jest jego pod-
stawa, a wierzcholek lezy na polokrcgu (rys. 92-8); wiadomo, 2e kat wpisany w pét-
Kkole jest prosty, Zatem tréjkat ten jest prostokatny. Jeden z katéw ostrych oznacza-
my x, przyprostokatng leiaca naprzeciw tego kata oznaczamy p, druga przypros-
tokatna ¢, érednicg polkola 2R. Ulozyé z bokdw tego tréjkata stosunki réwne po-
nizszym czterem funkcjom trygonometrycznym kata x

sinx =—, Cosx=-—, Igx=—, Clgx=—

Rys. 92-8 Rys, 92-9¢

(wpisa¢ oldwkiem wlasciwe litery, po czym poréwna¢ z odpowiedzia na koncu roz-
dziahy),

Zadanie 2. Trojkat réwnoramienny ma podstawc a, ramiona b wysoko§é A

i kat u wierzcholka & (rys. 92-9) Ulozy¢ stosunki réwne pomiszym funkqom try-‘ .

gonometrycznym

sini-;— coéi—'; tE—-;— g =
2_ 1‘7 2— -.32—‘» gz"‘

93. Funkcje i koﬁmkcje. Tablice fimkcji hygonomeﬁycmyéh

Funkcje i kofunkcje. Odczytujge wzory (92.3), zauwazamy, Ze stosunek — b wyétqpuje
tam dwukrotnie: po prawej stronie,jako sin § i po lewej stronie jako cos &, zatem
“sin f§ = cos a, ale pomewaz B =90z, wigc °

' sm (90° —a) =cosy
Podobnie wyprowadza si¢ zwnqzek .
: ) cos(90° —-a) =sina
Powyzszc zv\nazkn wyratamy, mdéwiac, 2e sinus i cosinus sq wzajemnymi koflmkc'jd- J
mi: sinus jest kofunkcja cosinusa oraz cosinus jest kofunkcja sinusa.
Podobnic rha si¢ réecz z pozostafymi funkcjami trygonometryczniymi: tangens

i cotangens sg wzajemnyml kofunkqam: oraz secdans i cosecans sa wzajcmnyml
kofunkcjami. S ., ) . Ct
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! ctg 89° = tg1°

Termin ,,kofunkgja” oznacza ,funkcja kata dopelniajacego™ (ta¢. -complemen-
tum — dopelnienie)
cosinus o -= sinus complepmntim = sin(90° —«)
cotangens & = tangens complementi @ = tg (90°—«)
QOto wzory wyralajace zwigzki migdzy funkcjami i kdfunkcjami
5in(90° —a) = cosa
c0s (90° —a) = sina
tg(90° —u) = ctga
ctg (90" —a) =tga -

+

Sa to tzw. wzory redukcyjne dla kqta 90° — o,
Ze wzotdw tych korzysta sie przy ukladaniu tablic. Jesli bowiem jakimkolwiek

(93.1)

sposobem zostaly wyznaczone wartosci sinusa; cosinusa, tangensa i cotangensa dla

katow od 0° do 45°, to jut nie trzeba trudzié sig wyznaczenicm wartoéci tych fun-
_kcn dla katéw od 45° do 90°, gdy2 wartodci te réwnaja  sie wanoéemm kofunkeiji

"dla katéw dopetniajacych, np.

~

sin89° =cos1°® 5in 88° = cos2® itd.’
cos 89° = sin 1°

tg89° =ctgl® -,

c0s 88° = sin2°
tg88° = ctg2®
ctg88°— tg2°\ _
TFablice funkeji trygonometrycznych uklada sie tak, Ze kazda wartoéc funkc_u
ma podwdjny Sems, 2 mianowicie moze byé odczytana:

1 — jako wartosé pewnej funkcji dia kata o nie wigkszego od 45
2 — jako warto$é¢ kofunkeji dla kata 90°—a.

‘. Dila przykladu, w tablicy 11 (str, 261) w-kolumnie pod nagtéwkiem cos znajduje sig
pozycja 0,9998; ma ona podwdjne znaczenie:

1 — jest to cosinus kata 1°, je$li bowiem nazwe fl.lnkc_]l odczytu_]emy u géry,
to kat nalezy odczytat z lewej strony,
© 2 — jest to sinus kata 89°, jeéli bowiem odczytamy nazwe funkeji u dolq, to
.]ednoLLe\nlc nalezy kgt odczytaé z prawej strony

Zadanie 1. Odczyta_] z tablicy 11 i zapisz wartodci; sin 162, sin 74°, cos 21° cos 74°,
tg 107, tg 70°, ctg 20°, ctg 66° i poréwna_] z odpowiedziami na koricu rozdziatu.

\

94, Rozwmzywame trdjkatdw prostnkqmych. ngarytmy flmkcjl
trygonometrycznych .

Niech bedzie dany tréjkat prostokatny z oznaczeniami standardowymt (rys 94- -1).

" ;Rozwigzemy sze§é zadat wzorcowych odnoszacych sig do tego trdjkata oraz kilka

- przyktadéw liczbowych wprowadzajgcych. w praktyke obliczeniowa.
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Zadanie wzorcowe 1. Dane: a, «; obliczyc b

Rozwigzanic (rys. %4.1)

b
Rys, 94-1

Sposdb 1 2 =clge

. a
Sposéb | b =1ga 4

.

a

= - h=actgx
[ §1473 E

w prakiycé obliczeniowej sposob II jest wygodniejszy, gdyZ nie wystgpuje w nim
dzielenie.
Przyklad liczbowy 1, Wyznacey¢ b, jesli @ = 15, & = 247,
Rozwiazanie. W tablicy 1T znajdujemy ctg 24° = 2,2460.
Zateni - -
b=actpa =15:2,2460 = 33,69

Przyklad liczbowy 2. Wyznaczyd b, je§li a = 15, o = 62°,

Rozwigzanie. W tablicy znajdujemy kgt 62° po prawej stronie, wobec tego do
kolumn wewngtrz tablicy stosuja sig teraz napisy umieszczone 4 dolu. W kolumnie
oznaczonej u dolu ,,ctg” pozycja odpowiadajacs katowi 62° jest 0,5317. Podstawiajac

malezione wartcdel olrzymujomy

b=actga =15.0,5317 = 7,975

Zadanie wzorcowe 2. Dane: g, b, wyznaczy¢ x,
Rozwiazanie (rys. 94-1) '

a

Sposéb I tga= P Sposéb 1l ctga= g

W praktyce liczbowej oba sposoby sa na ogdt réwnowazne.

Przyklad liczbowy 3. Wyznaczyé =, jedli g = 4, b = 3.

Rozwigzanie clga= Z m% = 0,75 = 0,7500. W tablicy Il w kolumnie

pod nagiéwkiem ,,ctg” szukamy pozycji bliskiej wartodei 0,7500, ale nie znajduje-
my takicj. Wobec tego’ przechodzimy do kolumny sasiednjej, pod ktdrg jest napis
,»Clg"" oznaczajgey, Ze znajdujgce sie w tej kolumnie liczby sa cotangensami katdw
wypisanych na prawym blrzegu tabeli. W kolumnie tej znajdujemy dwie kolejns
pozycje wyznaczajace przedzial obejmujacy dana wartoéé 0,7500. Odpowiadaja

im katy 53° i 54° (rys. 94-2). Odpowiedz z dokladnosécig do 1° brzmi; o = 53°,
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Aby daé odpowiedZ dokladniejsza, stosujemy interpolacie. Szukamy wartofci @
(rys. 94-3), dzielacej réznice miedzy 53° 1 54° w takim stosunku, w jakim wartosé
0,7500 dzieli réznice migdzy pozycjami 0,7536 1 0,7265.

]

g.7265 | 540
) 0,753 53°

’ AN 54°

. Agt 07560 — — - —— e
ces & g Y stopniach .
0,7535 53°
Rys. 94-2 Rys. 94-3

Ukjadamy proporcje réinic, ktdrym zwykle nadaje sig ponitsze nazwy
{0,7500—0,7265) : (0,7536 —0,7265) = (x —54°) 1 (53° — 54°)

réznica zadaniown réznica fabelowa poprawka krok tabeli
Oznaczajac poprawke litera x, mamy a—S54° = x, czyli a = 54°-+x. Wyrazajac
poprawke oraz krok tabeli w minutach, za§ réznicg zadaniows i tabelows w jednos-
tkach rzedu ostatniej cyfry w tabeli {czyli w tzw. ,,punktach™; w tabeli 4-cyfrowej
punktem jest 0,0001), mamy '
: 235:27]§-x:(*-60')

Stad x = —52', a wigc o = 54°-+x = 54°—52" = 53708’

Zadanie wzorcowe 3. Dane: ¢, x; obliczy¢ a.

Rozwiqzanie (rys. 94-1). Jest —“c- = 5in a, stad g = ¢sin a.
Przyklad liczbowy 4. Rowma pochyta diugosci 12 m (eiewator) jest nachyiona
do poziomu pod katem. 18°. Obliczy¢ réznice wysokoici jej kofca i poczatku.

Rozwigzanie. Kreslimy szkic odpowiadajacy tresci zadania (rys. 94-4) oraz
tréjkat z oznaczeniami standardowymi, dostosowany do szkicu (rys. 94-5). Jest

—:—- =sina, stad a = ¢ sinz = 12-0,309¢ = 3,71 m.

e a=?
o =18° o
Rys. 94.4 Ry.. 945
Zadanle wzorcowe 4. Dane: a, «; obliczy¢ c.
Rozwigzanie (rys. 94-1). Jest f = sin &, s‘téd e=ghs.




Przyklad liczbowy 5. Z Kuznic (988 m nad poziomem morza) widaé schronisko
na Kasprowym Wierchu (1980 m n.p.m.) pod katem wzniesienia czyli elewacji 13°.
Obliczyé odleglosé tych punktéw w 'linii powietrznej (rys. 94-6).
1980m n.p.m.

!

!
o =1980 —968 =992 m
1
|
t
L ~ Lﬁ&m a.p.m.

)

) . a . a 992 ) .
Rozwiazanie. Jest - =sin o, zatem ’c = Sinx — 0,2250 ° Dla wykonania

tego dzielenia zastosujemy logarytmy (tabl. I, str. 259)
log 992= 12,9965
~log 0,2250= —1,3522
loge = 3,643
¢ = 4409m

Logarytmy funkcji trygonometrycznych, W ostatnim przykladzie dla wyznaczenia
odjemnika log sin 13° = Jog 0,2250 = 1,3522 korzystaliémy najpierw _z' tablicy II
(odczyt sin 13° = 0,2250), a potem z tablicy I (odczyt log0,2250 = 1,3522). Byt
to odczyt poéredni.

Tablica logarytméw funkcji- trygonometrycznych (str. 262) umozliwia bezpo-
fredni odczyt warto$ci logarytmu funkcji trygonometrycznej, gdy kat jest dany i od-
wrotnie. Znajdujemy tam bezposrednio

logsin 13° = 1,3521

‘Uzyteczn’oéé takiej tablicy jest oczywista, bowiem logarytmy funkcji trygono-
metrycznych sa w obliczeniach czefciej potrzebne niz same funkcje trygonometrycz-

ne (te ostatnie, dla odréznienia, zaopatruje si¢ nickiedy tytulcm »haturalne wartoci

Junkcji trygoncmetrycznych’).
Odczyt bezpoéredni moze czasem réznié si¢ nieznacznie od odczytu poéredniego.
Powyzszy przyklad zostal tak dobrany, aby to pokdzaé: odczyt posredni 1,3522,

odczyt bezposredni 1,3521. Réznica taka zdarza si¢ bardzo rzadko, a pochodzi, |

stad, Ze prawie wszystkie pozycje w tych tablicach s3 warto§ciami przyblizonymi
. iprzy przcchodzemu przez dwie tablice dokladnoé¢ odczytu maleje. Odczyt bezpoé-
redni jest zwykle dok{admejszy

Zadanie wzorcowe, 5. Dane: a, c¢; wyznaczy¢ a.

’ Rozwnazame (rys. 94-1) sma——z—
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. Przyklad liczbowy 6. W {réjkacie réwnoramiennym-rami¢ ma dlugo$é 5, a wyso-
ko$c jest réwna 4. Wyznaczy¢ kat przy podstawie.

Rozwiqzénive (rys. 94-7). sina = —‘; = 0,8 = 0,8000.

W tablicy 1I znajdujemy odpowiednie pozycje i ukladamy proporcje réznic (rys. 94-8)
(o'~ 53°) : (54°—53°) = (0,8000—0,7986) : (0,8090 — 0,7986) '

, g6090 54°
a8£0_f2___ﬂ h___afi
07986 53°
cosa | sinax | ctga | tga |
Rys. 94-8

Réznice katéw wyrazamy:w minutach: a—53° = x min, 54°——53°>= 60 }nin

- x:60 =14:104
oo 80-14 g
= ~jo4~ T 8 min

Odp. « = 53°08".
Zadanie wzorcowe 6. Dane: ¢, «; obliczy¢ b.
. Rozwigzanie (rys. 94-1). Jest % = cos &, zatem b = ¢.cos a. .

. Przyklad liczbowy 7. Obliczyé dlugoéé a podstawy prostokata, jesli przekstna
o diugoici p = 5 tworzy z podstawa kat « = 12°,

. \ .
- Rozwiazanije (rys. 94-9). Oznaczenia nic sa standariowe. Jest % = COS d,
‘e

i:atem a=p cosa=5cos12° = 5.0,9781 = 4,8905 = 4,890 (w wyniku zatrzy-

a
Rys. 94-9




malismy tylko 4 cyfry; bowiem korzystajac z tablic czterocyfrowych, nie moZna sig
spodziewad wickszej dokladnosci niz w zakresie 4 cyfr).

Przyklad liczbowy 8. Obliczy¢ promicit R kola opisanego na pigeiokacie, jedti
promici » kola wpisanego jest dany. Wykonaé obliczenie dla r = 3.

. . Lo N _,,,’,,ﬁ,,}
Rozwiazanie (rys‘. 94-10). Jest P cos 36° stad R = s 367~ cos 36°"
log R —= log 3—log cos 36°
log3 = 04771
—log cos36° = —1,0080
- logR = 0,591 R = 3,708
Rys, 94-10

\
Przyklad liczbowy 9, W stozku zmierzono tworzgeg ! = 3,8 cm i $rednice 2r =
= 4,2 cm. Obliczyé kat ¢ nachylenia tworzgcej stozka do plaszezyzny podstawy.

Rozwiazanie (rys. 94-11%. W osiowym przekroju stozka dostrzegamy trojkat

-

prostokatny, w ktérym cos ¢ = f;- = ;’—é , log cos ¢ = log r—log I = log 2,1—
—log 3,8 = 0,3222—0,5798 == 1,7424, p = 56°28’.

Rys. 94-11

P

Przyklad liczbowy 10, Obliczyé promieti r okregu wpisanego i promient R okregu
opisanego na wielokacie foremnym majgcym # bokdw, jesli bok a wielokata jest

dany.
. . L . 360°
Rozwigzanie (rys. 94-12). W tréjkacic O4B jest a =~ 0 04 = R,

OP == r, AR == a. W trojkycie OAP jest

158

~

a .«
‘R =sin- zatem R =

vl b} T a

25m2~
.P“-a——l @ zatem F—'aCt o
IR R

Rys. 9412

Jedli z trzech wielkodci: R, r, @ znamy jedna, to pozostale dwie mozemy wyznaczyé

z powysszych zwigzkdw z dokladnoscig zaleing od posiadanych tablic trygono-
metrycznych, ‘

i

Zadania

" 1. Obliczyé dlugosé cigeiwy odpowiadajacej w okrggu o Srednicy 2r = 10 katowi

$rodkowemu [60°.

2. W potkole o érednicy réwnej 5 wpisano trdjkat w taki sposdb, ze wierzchotek
ley na pclokregu, podstawg jest Srednica a wysoko$é jest réwna 2. Wyznaczyé
katy tego trojkata. Wskazéwka: Tw. 88.6.

3. Obliczy¢ érednicg okrggu wpisanego w romb o boku réwnym a i kacie ostrym a.

4. Obliczy¢ promien okrggu wpisanego w deltoid o bokach dluzszych rdwnych a,
bokach krotszych réwnych b i kacie migdzy bokami dluiszymi réwnym 2a.
Wskazdwka: Tw, 891, p. 141 I7.

8. W tréjkacie réwnobocznym podzielano jeden bok ‘na trzy réwne czgéei i punkty
podziatu potaczono odeinkami z przeciwleglym wierzchotkiem, dzielae kat u tego
wierzchotka na trzy katy. Wyznaczy¢ te katy.

6. Pole tréjkata prostokatnego o kacie ostrym a jest rowne S. Obliczyé promied
kola opisanego na tym trojkacie.

95. Zwiazki migdzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego
‘ kata ostrego '

Trzy podstawowe totsamoécl. Twierdzenie 95.1. Miedzy funkcjami trygonometrycz-
nymi kata a zachodzy zwigzki

sinfa+cos’o =1 (95.1)




sina cosa :
g e 95.2 95.3
cos o e sina crg G52 053

Wzér (95.1) bywa nazywany ,,wzorem jednostkowym”, ,,jednodcia trygonome-
tryczna” lub ,tryponometrycznym iwierdzeniem Pitagorasa”.

Ponadto mamy tozsamosé

1
ctgo = gy (95.4)

ktéra wyprowadzilismy wprost z definicji (zob. (92.2)) .

Dowéd réwnoci (95.1). W trojkacie prostokatnym zawierajgcym kat o przy
oznaczeniach standardowych (rys. 94-1) mamy zwigzki

b .
9 dne Locosa Totgx Z—ciga (95.5)
¢ 4 b a
Wedlug twierdzenia Pitagorasa jest
at+ b =¢?

Dziclac obie strony przez ¢, dostajemy

ay? o by?
() (2
c [
b .
skad, po podstawieniu %: sin'w, - = cos o, dostajemy (95.1).

Dowdd réwnosei (95.2)

Dowod rownodei (95.3) analogiczny.

Obliczenie wartoéci funkeji trygonometrycznych, gdy wartos¢ jednej z nich jest
dana

~Zadanie wzorcowe 1. Uwazajac wartoéé sin o za wiadoma, wyrazi¢ przez nig
wartoéci pozostatych funkcji trygonometrycznych tego samego kata ostrego a.

Rozwigzanie. Wartos¢ cos « wyznaczymy ze wzoru jednostkowego
sin*a+cos?o =1
cos?u = 1—sin’o

cos o = + J/1-sin’a

Cosinus dowolnego kata ostrego jest dodatni, wige

cosa = ]/l—sin’a {x — kat ostry) (95.6)

Teraz, korzystajac z tego wzoru oraz z (95.2), otrzymamy

sino sina

tga=_ = mlz (x — kat ostry) (95.7)
Wreszcie, korzystajac z (95.4), dostajemy
| tga= b = Vissinfa (o kgt ostry) (95.8)
tga sina

Przyklad liczbowy 1. Obliczyé wartoécl funkcji trygonometrycznych kata ostre-
go &, jesli sin & = 0,6, ‘
Rozwiazanie. Korzystajac z (95.6), dostajemy cos a = ]/l-:-O_,I-i_é = 1/6,6_4‘-:
= 0,8, Teraz, znajac sinus i cosinus, ze wzorow {95.2) i (953) dostajemy
0,6 08 4
tga= o = 0,75, ctga = 06=7" 1‘,3333.

’

Zadanie wzorcowe 2. Uwaiajac warto$é tg « za wiadoma, wyrazié przez nia
wartoici pozostalych funkcji trygonometrycznych tego samego kata ostrego.

Rozwiazanie. Przepiszmy toZsamoici (95.1) i (95.2), oznaczajac znang war-
{04 tg a litera m :

costatsinfa=1 - =m
Zwigzki te moZzemy uwaza¢ za dwa réwnania o dwdch niewiadomych: cos « i sin a.
Wyliczajac z drugiego réwnania
sino = MCosy , {95.9)
i wstawiajac do pierwszego, dostajemy
PR TP R R
LUD U LU i = L

(1+m?cos’a =1

1 1
2z — - e
costa= 1w stad cosmr_i]/“r ;.

Poniewat funkcje trygonometryczne przyjmuja dla katow ostrych wylgcznie doda-

1" tnic wartosci, wigc nalezy wziaé znak 4+ i uwzgledniajac to, 2e m = tg @, mamy

1

cosa = W (o — kat ostry) , (95.10)
Teraz ze zwiazku (95.9) dostajemy
sing = % (a= k:i.t ostry) (93.11)
Cbtangens obliczamy ze zwiazku (95.4).
2.

3 i kat &« jest ostry.

Przyklad liczhowy 2. Obliczyé sin a, jedli tg & =

hl




) Rozwiazanie \ Zadanie 1. Uwazajgc wartosé coso za wiadoma, wyrazi¢ przez nig wartosci
' pozostalych funkcji trygonometrycznych tego samego- kata ostrego o ‘

tga 2 '

SING =8 — e o = .

- e . . . . . . 5
l/l -Hg a ]/1 N ,; y i3 Zadanie 2. Skonstruowaé kat ostry o, ktdrego cosinus jest rowny 6.Otr::ymany

‘ kat zmierzyé katomierzem i wynik pomiaru, poréwnaé z odpowiednia wartoéeig
kata odczytang z tablicy.

Konstrukcja kata ostrego, ktérego tangens jest dany
2 Zadanie 3. O kacie « wiadomo, ze jest ostry i ze cig a = 2. Nakredli¢ ten kat,
Przyklad, Nakreslic kat ostry, kiérego tangens jest rowny —-. Wyznaczy¢ jego miarg stopniowa z tablicy na podstawic danej wartoéci cotangensa.

Rozwigzanie. Nalezy nakre§li¢ trojkat prostokatny, w ktérym przyprostokatne
il tworza stosunek 2:3. Mozna obra¢ przyprostokatne 2 = 2, b = 3 (rys. 95-1). Szu- ’ ‘
Ll kany kgt lety naprzeciw boku o diugosci 2. 96 Wyznaczenie wartosci- funkeji uxgongmetrycznych dla katéw
i 30°, 45°, 60° i 72
i : . ' ‘ : Katy 30° i 60° znajdujg sig w tréjkacie prostokatnym A DB otrzymanym w wyniku
! =7 .przepolowienia tréjkata réwnobocznego symetralna boku (rys, 96-1). Jest AD =
& & =2 AB=a, BD = h=-2V3 (zob. wzér 87.8). Stad
=3 . 2 2
Rys. 95-1 ] sin 30° = } AD _"E 1 |
Hy ) ' cos60°=| AB @ 2
1 Uwaga (o kojarzeniu obliczert z konstrukcjg). Powyzsza konstrukcja wskazu- : : a ]/3_ N
je prosty sposéb rozwiazania poprzedniego przykladu liczbowego. Mianowi- £os 30° =} DB _h _2 V3
cie obliczamy przeciwprostokatng ¢.= Va+ht = Vato = V13, a znajac wszy- | o sin 60° = iw a ¢ 2
stkie trzy boki tréjkata, dajemy od razu odpowiedi ' . sin30° 1 |/ 3 1 o 1 =
. t = - = e e = = -
_ . . 5 3 : 830" = e30° =3 3 /3 CE 30° = 5300 v
i : ) sing = —— el ciga =5
Vi3 '/ . sin60° V3 1 s . 11
i . . : gt = ——— = ——— = I Ciglhiy™ = —=r = —=
Konstrukcja kata ostrego, ktérego sinus jest dany o cos60° 2 72 tg 60 V3
: . . 3
Przykiad, Wykreslié kat ostry o, dla ktérego jest sin & = 5 5
i . . ' o
i ‘ Rozwigzanie. Nalezy nakredli¢ tréjkat prostokatny, w ktérym stosunek “
it przyprostokatnej do przeciwprostokatnej jest rowny 3:5. MozZna przyjac¢ e =13, oV a
i ' ¢ = 5. Kreflimy kat prosty o wierzchotku C (rys. 55-2), na jednym ramienin
| odktadamy a = CB==3 i z punktu B kre§limy okrag o promieniu ¢ = 5. Okrag
ten przecina drugie rami¢ kata prostego, wyznaczajac wierzcholek 4 szukanego kata. 45 /
' _ £ a I3
Rys. 96-1 Rys. 96-2
‘ " Kat 45° wystepuje w trﬁjkacie otrzymanym przez przepolowienie kwadratu
- 1~ przekgtna (rys.96-2). Przekatna kwadratu o-boku ¢ ma dlugoéc’al/z (zob. wzdr 82.7),
zatem
sind3° = EF a 1 tgd5° = EF a
1 = e = — = ! m o = — =]
Rys. 85-2 €0s 45°= EG g2 y2  opast= EG a
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Otrzymane wyniki przedstawia tablica 96-1,

Czylelnik powinien znaé na pamiec te tablicg. Warto zauwazyd, 2e na podstawie
pierwszego jej wiersza mozna latwo odtworzyé pozostale wiersze, mianowicie dru-
gl wiersz zawiera wyrazy pierwszego wiersza ustawione w odwrotnej kolejnoéci,
irzeci wiersz wynika z dzielenia wyrazéw pierwszego wiersza przez wyrazy dru-
giego wiersza, a czwarly wiersz zawjera odwrotnodci wyrazdw trzeciego wiersza,

Tablica Dé-l
a 30° 45° 60°
sin o ] .l/_f ﬂ
2 2 2
; 1 B
tg o —1/‘3: 1 '/3
e 1
ctg o 1/3 1 -‘-/?

Kat 72°. W tréjkacie réwnoramiennym o katach 36°, 72°1i 72° (rys. 96-3) mamy

cos 72° = % :R. Korzystajac ze wzoru (87.19) dostajemy

o 1 = '
cos72 =T(|/5_1) (96.1)

Zadanie 1. Znajac warto§é cos 72°, obliczyé sin 72° i tg 72°.

Rys. 96-3

97. Kolo trygonometryczne. Przebieg funkcji trygonometryczny

w zakresie katdw ostrych ‘
Kolo trygonometryczne. _Wartoéci funkcji trygenometrycznych przcdstavldiamy
w tzw. kole trygonometrycznym (rys. 97-1), ktdre konstruuje si¢ nastepujaco.
Kredlimy okrag o promieniu r = 1 i z jego $rodka O prowadzimy dwie péiproste
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0X i OY, wzajemnie prostopadte. Punkty przecigeia pdiprostych z okregiem ozna-
czamy P, Q i kre$limy w tych punktach dwie styczne do ckregu: styczna I przez
punkt P i styczng TI przez punkt Q.

-
g2
. v g
&
q cly o K.~ Stycera IT
M
1 5 I
< Byl
e d v
¢ cosot AP X
Rys. 97-1

JTedli « jest dowolnym katem ostrym, to odkiadamy ten kat od pdlprostej OX
tak, aby obszar tego kata zawierat si¢ w obszarze kata prostego ¥ XOY. Wéwczas
drugie ramig kata przecina okrag, styczna 1 i styczng II w punktach, ktdre oznaczy-
my M, T'i K. Rzut prostokatny punktu M na OX oznaczamy litera 4. Przy tych
oznaczeniach i przy zatoZeniu r == 1 wartoéci funkeji trygonometrycznych réwnaja sig
dlugosciom nastepujacych odeinkéw: sin & = AM, cos& = 04, tga = PT, clga =
= QK, sec ¢ = OT, cosec « = OK,

Przebleg funkeji trygonometryczmyck w zakresic kqtéw ostrych. Z kola trygono-
metrycznego tatwo odczytad, 2e jesli katx ro$nie od 0° do 90°, to:

sin & ro$nie od 0 do 1;
cos o maleje od 1 do 0
tg « ros$nic od 0 do +o0;
ctg « malgje od -+o0 do 0.

W zakresie katéw od 0° do 90° sinus i tangens s3 funkcjami rosngcymi, za$
cosinus i cotangens — funkcjami malejgeymi. Sinus i cosinus sq funkcjami ograni-
czonymi (nie przybieraja wartoéci wiekszych od 1), zad tangens i cotangens sg fun-
kcjami nieograniczonymi (przybieraja warto$ci dowolnie duze).

Pytania i zadania

-

1. Nakresli¢ tréjkat prostokatny i wprowadzié w nim oznaczenia standartowe.
Napisa¢ definicje czterech funkcji tryponometrycznych obydwu katéw os-
trych, Pordwnaé z rys. 92-7 i wzorami (92.3). ‘

2. Wypetnié poniZsza tabelke, w kidrej @, b, ¢, o, § sa elementami tréjkata pro-
stokgtnego przy oznaczeniach standartowych :

163



a b c sina [cosa | tgo (ctgo [sinff|cosf| tgf |ctg B
. . !
3
c B
0,8 1
12 | 13 T

W trojkacie ABC kat przy A jest prosty, kat przy B oznaczamy B, za§ D
jest rzutem A na BC. Jakim funkcjom kyta § rgiwnajq sig nastgpujace stosunki:

4D AD  AB AC 4C 4B AR BD
AB® DB’ BC' BC' AB’ AD’ BD’ DA
AD AD DC DC_ DC AD):BD AD
DC’ AC” AD’ BD( Ap BD) BC’ BC

4, Dlaczego wartoéé funkeji trygonometrycznej danego kata ostrego nie zaledy
bd_ rozmiaréw tréjkata prostokatnego, zawierajgcego dany kat ostry, a tyl-
ko od wielkosci tego kata?

5, W tréjkacie réwnobocznym i w kwadracie mosna znale#é odcinki, ktdrych
stosunki sg warto$ciami funkcji trygonometrycznych katéw 30°, 45°, i 60°,
Wskazaé te odcinki, ulozyé odpowiednie stosunki i obliczyé ich wartosci.
Poréwnaé odpowiedz z tablica 96-1.

6. Wiedzac, ze log 2 = 0,3010, a log 3 = 0,4771, wyznaczyé logarytmy. funkeji
trygonometrycznych katéw 30°, 45° i 60°, Sprawdzi¢ wyniki w tablicy III.

7. Jakie katy nazywamy dopelniajqcyini? Wyznaczy¢ katy dopelniajace dla
katéw 38°, 83°, 30, 89°50’,

8. Przedstawic: sin 81%, cos 50°, tg 72° 1 ctg 46 w postact wartoscl tunkc_]l
trygonometrycznych katéw mniejszych od 45°,

9. Wyznaczy¢ bez pomocy tablic:sg; ;27,, tg 62° ctg 62°, tg62° tg 28°

10. Wyzna‘czyé katy dopelniajace dla katéw: «+-45°, 60°—a, a—p.
11. Co oznacza termin-, kofunkcja’?

2

12, Przedstawjé’ w postaci wartodci kofunkeji kata dopelniajgcego:
cos(45°—u), sin(30°+a), tg(60°+a) ;

13. Co to 'znaczy, 2e funkcja sinus jest rosnaca w I Swiartce?

14, Co to znaczy, 2e funkcja cosinus jest malejaca w I &wiartce?

15. Ktére funkeje trygonometryczne sy w I éwiartce rosnace, a ktdre malejam:?

16. Jaka nieréwnodé spelnia kat ostry o, jesli wiadomo, ze:

¢} cosx < 0,5, d) cosx > 0,5

g) tga > 1 h) ctga > 17

a) sina < 0,5
e) tgax <1

b) sinax > 0,5
f) ctga < 1

17. Bez pomocy tablic okreélié znak nastgpujacych roéinic:
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cos 70° -— cos 607,
tg S0° — ctg 40°,
sin 10° — cos 85°,

tg40° — tg 207,
tg 50° — ctg 307,
tg 50° — sin 50°.

sin 60° — sin 40°,
ctg 40° — etg 30°,
sin 16° — cos80°,

18. Na czym polega interpolacja liniowa?

19. Kiedy poprawka jest dodatnia, a kiedy ujemna?

20. Co to znaczy, ze funkcja jest ograniczona?

21, Ktdre funkcje trygonometryczne s3 ograniczone?

22, Nakreslic kat, ktérego tangens réwna sig 1,5.

23. Czy mozna nakiesli¢ kat, ktorego cosinus réwna sig 1,57 Czy istnieje taki kat?

24. Najwigkszy dopuszczalny spadek toru kolejowego jest: 10 m w pionie na
1 km w poziomie. Wyznaczy¢ kat odpowiadajacy takiemu spadkowi.

25. Wymienié trzy podstawowe zwigzki miedzy czterema funkcjami trygono-
metrycznymi tege samego kata ostrego.

26. Jak wyznacza si¢ wartoéci funkcli trygonometrycznych kq,ta ostrego, jedli
jest znana wartoéé jednej z tych funkeji?

Odpowledzi do rozdzialu XIV

92
P q P q a h a 2h
T IY PR TR PR TR
93
'1:02756 09613 09336 02756 0,1763 2,7475 27475 04452
‘ 04 IR
1, 9,848 2. 90°, 63°26', 26°34". 3. asina. 4. “:i:‘b“ [V 5 =a?sina -+ a cos.a].
5 19°7, 21746, 197" 6. ]/;sﬁﬁ?&ﬁ?
95 *
“l. sina = )/ 1—cos?a, tga= Kl%z——(;sig—, ;tg_a= }/_l__c;z(%;.

2. Kreslimy odcinek AC = b = 5. "W punkcie C wystawiamy prostopadls, z punktu
A zakreslamy okrag promlemem réwnym 6, W przecigciu otrzymu_]emy punkt B.

Mierzac katomierzem kat CAB znajdujemy w przyblizeniu 33°. Aby wyznaczyé
. tert kat z tablic, przedstawiamy dang wartogé cosinusa w postaci ulamka dzie-

sigtnego Cosa——*08333 w' tablicy znajdujemy dwie. pozycje: 0,8387

i 0,8290, Bierzemy mniejsza z nich, jako podstawg odczytu Odpow1ada jej war-
tos¢ 34°. Z proporc_]l roimc



(2—34%):(33°—34°) = (8333--8290):(8387— 8290)
Ey ’

otrzymujemy x = —26. Zatem « = 34°fx = 34°—26" = 33°34’,
3. w = 2635, '

9%
1. sin 72° = %]/104-2—1/5, gt = ]/5+21/3'.
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a b e sina - coso tgax ctgo [sinf cosf tgf ctgB
- 4 3 -5 0,8 06 1,33 075 06 08 0,75 1,33
" 8 6 10 0,8 0,6 1,33 0,75 0,6 0,8 0,75 1,32
08 | 0,6 1 0,8 0,6 1,33. 0,75 06 ¢8 0,75 1,33
5 2 2 12 5 '
5] 12 13| = z 5 12 g 2 3
113 1312 5 13 13 5 12

3. sinf, tgf, cosf, sinf, tgf, cosech, sech, ctgf ctgf, cosf, tgh, tg* B, cos2f, sinficosp.
4. Tréjkaty prostokgtne, zawierajace dany kat ostry, sa podobme. W tréjkatach
podobnych stosunki odpowiednich bokéw s réwne.

7. 52°, 7°, 89°30°, 10,

8. ¢c0s9°, sind0°, ctg18°, tgdd®,

9.1, 1,1 .
10. 45°—x, 30°+o, 90°—a+p.
12, sin(45°+a), cos(60°~~w), ctg(30°—a).
13-15. W zakresie katéw od 0° do 90°

sinus i tangens sy rosnace !
tzn. przy zwigkszaniu kata od 0° do 90° funkcje te przybieraja coraz wigksze
warto$ci, natomiast

cosinus i cotangens sa malejyce

tzn. przy zwigkszaniu kata od 0° do 90° funkgje te przybieraja coraz mniejsze
wartosci, Dla przykladu w tablicy II znajdujemy

Kat sin’ cos ) tg cig

26° 0,4384 0,988 0,4877 2,0503

27° 04540 - 08910 0,5095 1,9626
wzrost wzrost spadek wzrost spadek

Zauwaimy, 2e w zakresie 0°—90° malejace sa funkcje, ktérych nazwy zaczy-
naja sig od przedrostka ,,co” {(czytaj: ko}, pozostale sq rosnace.

16. a) a << 30° b) a = 30°, ¢) a > 60°, d) a << 60°
e) o< 45° ) a > 45° g) a > 45° h) o < 45°.

1+, - 4+, -0, — 0, -+, +.

19, Przy interpolacji istotne jest rozeznanie, czy dana funkcja jest rosnaca czy
malejaca. Za podstawe odczytu przyjmujemy z reguly mniejsza z dwdch war-
tofci tabelowych, migdzy ktdrymi zawiera si¢ dana warto$é zadaniowa, Wykcu:
nujemy odczyt odpowiadajacy tej mniejszej wartofci tabelowej i z proporcji
réznic obliczamy poprawke. W przypadku sinusa i tangensa poprawka jest
dodatnia, za$ w przypadku cosinusa i cotangensa poprawka jest ujemna,

23, Nie, taki kat nie istnieje. 24. tga = 0,01; o ~ 35",




Rozdzial XV

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE KATA SKIEROWANEGO

3 ' ) F
98. Kgt skicrowany na plaszczyinie zorientowanej

Uklady prawoskretme i uklady lewoskretne, Zorientowanie plaszezyzny (str. 80)
pofega na ustaleniu dodatniego obiegu dla wszystkich okregéw tej plaszczyiny.
Kazda plaszczyzna moze by¢ zorientowana na dwa, Wzajemnie przeciwne, sposoby.
Inaczej mowige: Istnicja dwie, wzajemnie przeciwne, orientacje plaszczyzny.

Wyrdinienie jednej z tych orientacji za pomocq Srodkéw czysto mateﬁlatycznych
nie jest mozliwe, lecz wymaga odwotania sie do jakiegos wzorca konkretnego (poza
matematycznego). Wzorcem takim, zwigzanym z ukladem Ziemia-Stofice, dla na<
szych szerokodci geograficznych, mote byé ruch cienia na plaszczyZnie zegara slo-
necznego. Innym wzorcem mote byé ruch wskazowek zegara przyloZonego do
plaszezyzny rysunku tak, aby tarcza byla zwrécona w strong patrzacego na rysunek;
wdwezas o jednej orientacji pta'szczyzny mozna powiedziec, ze jest zgodna z obiegiem
wskazéwek, a o drugiej, Ze jest przeciwna do obiegs wskazdwek zegara.

Orientacje plaszczyzny moina te okredli¢ przez wybor ukladu wspdhrzednych

prostokatnych na tej plaszczyZnie: Niech OXY begdzie obranym przez nas ukladem .

prostokatnym (rys. 98-1) i rozwazmy okrag ¢ o §rodku O oraz luk skierowany I?@

Rys. 98-i N

1 ’ tego okregu odpownada;qcy katowi prostemu POQ, przy czym niech P lezy na do-
datniej potosi pierwszej, a Q0 — na dodatniej pélosi drugie] tego uktadu. Przy_]mu-

jemy umowe, Ze ten obieg okregu ¢ jest dodatni, w ktérym tuk PQ ma zwrot dodatni.
W ten sposéb mozna nadaé okrggowi ¢ obieg dostosowany do danego ukiadu pro-
stokatnego. Jak wiemy, wybdr dodatniego obiegn na jednym okrggu wyznacza
orientacje dla calej plaszczyzny, a wigc zorientowanie plaszczyzny sprowadza sig
do wyboru ukladu prostokatnego na tej plaszczyZnie. Plaszczyzng, ktdrg zoriento-
wano przez wybranie na niej prostokatnego ukladu wspotrzednych OX'Y, bedziemy
pazywaé krotko: plaszezyzng OXY. - -«

Kazde dwa uklady prostokatne na danej plaszczyZnie sa wzajemnie przysiajace.
Jesli przystawanie uktadéw prostokatnych OXY 1 O’ XY’ bedziemy rozumie¢ w ten
5poséb, e w przystawaniu tym maja przystawac: péle§ dodatnia O X do pélosi dodat-
piej O’ X’ oraz pélos dodatnia O Y do pélosi dodatnie; €Y, to uklady te moga byé

| przystajace albo wprost albe odwrotnie. Na rys. 98-2 pekazano dwa uklady przysta-

jace odwrotnie.

‘Rys 98-2, Uklady prostokatne na plaszezyinie: a) uktad lewoskretny, b) uklad prawoskrgtny.

Lk ze strzalka wskdzuje orientacje plaszezyzny zgodna z danym ukladem

Wszystkie uklady prostokatne na danej plaszczyznie dzielg si¢ na dwie. klasy

 takie, Ze:

= dwa uklady nalezace do tej samiej klasy sa przystajace wprost,
— dwa ukiady nalezace do réinych klas sa przysiajace odwrotnie.

;'-‘Jednakowoz, w ramach matematyki nie ma sposobu wyréznienia jednej z tych
;_:dwéch klas ukladéw. 1 znéw trzeba odwolaé si¢ do konkretnego wzorca poza ma-
‘ temé.tyczncgo, np. do ksztaltu dloni ludzkiej, przytozonej grzbietem do plaszczyzny

i .rysunku'; Wiedy mozna umowié sig, ktory uklad nazwiemy prawoskrgtnym, a ktory —
“: lewoskretnym.

Umowa. W dalszym ciggu bedziemy postugiwad sig ukladem prawoskretnym,

‘ :i"‘tj. takim jak na rys.-98-2b. Z umowy tej wynika, ze obieramy  orientacj¢ plaszczyzny
1+ przeciwng do obiegu wskazéwek zegara.

Miara stopniowa kata skierowanego, Z definicji 82.2 wynika, ze kazdy kat skiero-
wany, niezerowy i niepdSipelny, potozony na plaszczyinie zorientowanej ma jedno-
znacznie okreslona rozwarto$é i zwrot. Rozwartoié wyrazona w stopniach jest
liczby nalezgea do przedziatu <0; 180 ). Kat zerowy ma - rozwarto$é 0°, kat

169



‘2ona w stopniach jest liczba naletaca do przedziala (—180; 180). Oczywiécm,gI

-pdlpelny ma rozwarto$¢ 180°. Zwrot kata skierowanego wyraza sig znakiem ,,plus”
albo ,,minus”. Kat zerowy i kat polpelny nie maja zwrotéw. Rozwarto$é i zwrot
pozwaiajq okreéli¢ miarg kata skierowanego.

Definicja 98.1 (miary gléwnej kata). Miarg gléwnq kata skierowanego, mezerowego,E
i niepdipelnego, nazywamy rozwartosé tege kqta wzietq ze znakiem . plus”, gdy zwrot
kata jest dodatni, wzglednie ze znakiem ,,minus”, gdy zwrot kqta jest wjemny. [

Miarq glowng kqta skrerowanego zerowego nazywamy liczhe 0.

Miarq gléwng kqta skierowanego polpeinego nazywamy rozwartodd tego qua
wziglq ze znakiem ,,plus”.

Kazdy kat skierowany ma jednoznacznie-okre§lona miarg gidwna, ktéra wyra-)

moina tez okrefli¢ miarg gléwna kata tak, aby byla liczba zawarta w przedziale;
{0; 360) (rys. 98-3). Kazdy z tych sposobdw ma swe zalety, JTednakowoz, w zbiorze!

a
r_—/\—\

~350° -0° 0% g0 Ee°
— %
b

Rys. 98-3. Zbiér wartom miary gtéwnej kata skierowanego: a) wedlug definicji 98.2, b) wediug!
ksigiki Straszewicza, Matematyka dla ki. III lice og.

kgtéw skierowanych nie moZna zdefiniowaé miary jednoznacznej tak, Zeby miara;
sumy kgtéw byla réwna sumie ich miar. Je§li bowiem miara kata skierowanego
prostego jest jaka$ liczba w £ 0, to poniewaZ suma czterech takich katéw i tak
samo suma’ ofmiu takich katéw sa katami zerowymi, wigc musialaby zachodznc
réwnoéé dw = Bw sprzeczna z zaloZeniem w = 0.

Dlatego opréez miary gléwnej kata wprowadza si¢ pojgcie miary w1cloznaczne)
kata. Miara gléwna kata jest odzwierciedleniem obrotu rozumianego jako prze-
ksztalcenie geometryczne, natomiast miara wicloznaczna kata jest odzwierciedle-)
niem obrotu rozumianego jako ziawisko fizyczne (str. 79). Jak wiemy z fizyki, to
samo przemieszezenie moze by¢ wynikiem réznych ruchéw (rys. $8-4)

Rys. 98-4, Roine obroty odpowiadajace temu samemu kgtowi skierowanemu AOB: a) 40°, |
b) —320°, c) 400° .

Definicja 98.2 (miary wicloznacznej kata). Miarq kata skierowanego na plaszezyf- ¥
nie zorientowanej ndzywamy kaidg z liczb, kidre otrzymamy dodajqe do miary g!deej ‘
tego kqta jakgkolwiek calkowitq wielokrotnofé miary kqta pelnego.
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Jedli o, jest miara gldwna pewnego kata skierowanego, wyratong w stopniach,
to stopniowa miara (wieloznaczna) tego kata wyraza si¢ wzorem
@ =ag+k-360 (k —dowolna liczba calkowita)

Kazdy kat skierowany na plaszczyinie zorientowanej ma nieskoficzenie wiele
miar;'sa wéréd nich dodatnie i ujemne, a kazde dwie z nich ré2nig si¢ o pewna wielo-
krotno$¢é miary kata pelnego. Jedna z miar kata zerowego jest réwna 0. O mierze
gtownej dowolnego kata niepdlpeinego mozna powiedzie¢, Ze jest to ta z miar da-
‘nego kata, ktéra ma najmniejsza wartoé¢ bezwzgledng.

Jegli jest dana jedna z miar stopniowych pewnego kata skierowanego, to wszystkie
pozostate miary stopniowe tego kata otrzymamy, dodajac do danej miary dowolne
‘catkowite wiclokrotnoéci liczby 360. Naodwrét odejmujac od danej miary stopniowej
kata pewna calkowita wiclokrotnodé liczby 360, otrzymamy gldwna miarg stop-
niowa tego kata.

Przykiad, Wyznaczyé gtéwna miarg stopniowa %o kata, jedli jedna z miar stop-
niowych tego kata réwna sie: a) 1000; by —1000.

Rozwiazanie: a) 1000 = 3604360+ 360—80, «, = —80;
b) — 1000 = —360-—360—360+80, o, = 80,

., Umowa. Jesli kat skierowany oznaczono symbolem a, to miarg tego kata ozna-
czamy litera «. PoniewaZ znajomo$c miary kata skiecrowanego pozwala wyznaczyc
ten kat (jako swobodny kat skierowany na danej plaszczyZnie zorientowanej), wige
dla uproszezenia licznych wzordw trygonometrii zamiast pisaé ,,kat skierowany @,
ktdrego miara jest o bgdziemy pisaé krétko

kat o
Zamiast mowié »kal skicrowany, ktéry wirdd swych miar stopniowych ma miarg
réwna -o” powiemy krotko
kat « stopni

Aby wyznaczyé dany kat skierowany swobodny nie ma potrzeby podawania
wszystkich miar tzgo kata, lecz wystarczy podaé jedng z nich., Powiedzenie,, kat 40°*
okreéla na danej plaszczyinie zorientowanej dokladnie ten sam swobedny kat skiero-
wany, co kazde z powiedzen: , kat 400°”, , kat 760°", , kat —320°" i ,kat 40°}-k-
:360°, gdzie k jest liczbg calkowity™,

Powiedzenie ,,Kat « rofnie od 0° do 90°” bedzie mie¢ nastepujacy sens: Kat *
zmienia sig w ten sposob, Ze Jedna z jego miar stopniowych rosnie w sposéb ciagly
od 0° do 90°.

Standanrdowe polotenie kgta. Jesli kat skierowany jest polozony na plaszczyZnie
QXY w ten sposcb, Ze jego wierzcholek lezy w poczatku ukladu, a rami¢ poczatkowe

. pokrywa sig z dodatnig pdlosia OX, to mdwimy, Ze kat ten jest w polozeniu stan-
b dardowym wzgledem ukiadu QXY (rys. 98-5). Katy, ktdre maja miary stopniowe

nalezace do przedzialéw (0; 90), (90; 180), (180; 270), (270; 360) nazywamy odpo-

- wiednio katami 1, II, III, IV ¢éwiartki.
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Tablica 98-}
’ .| Cwiartka .| Cwiartka .| Cwiartka .| Cwiartka .
Y \ T » 90 - 180 - 270 v 360
o o)
—Q\ Ay | + —— - oA
GN X | \ 0 \ —r / 0 / r
’ k| 3 x . .
Rys. 98-5. Katy skicrowane w polozeniu dowolnym i w poloZeniu standardowym ; Rzedna + 4+ + + 4t b R - -
o I . v . ’ \ o \ o / °
Wektor wodzqcy -i jego wspblrzedne, Rogwaimy na plaszczyinie [2D.0 4 wektor_:
r =?M ) 1 | - -
Wektor ten nazywamy wektorem wodzqcym punktu M, a jego dlugoscC r promieniem ' ) .
wodzqeym punktu M. Zaldimy, e r = const > 0; wéwczas M le2y na okrggu f° . ) oy y ,
¢ (@, r). Niech a bedzie mnarq kata skierowanego <X YoM ufworzcmego przez ; : . Lwiartka I 0 . . Cwigrtka [
dodatnig polos OX i wektor OM (rys. 98-6). Rzutujac weklor OM na osie ukladu, M P -
i , f//
B . y 1 | / /
= P : [ oy ! 4
' _ 1 [ [ X ! § A P X
AR : \ ' !
Al { . . 1 \\-._ - \\\‘ ///
. . | - — -
& \
3| & ! :
a o H i
& : , y . v
kol T | | 9
0| Odeigta ¢ A P X . | ’ /"
‘ 1 / A o
Rys. 986 1. ‘ 6 P X
/ . ‘ 1 /
: e = e 1. /
otrzymujemy. dwa wektory OA i OB, skladowe wektora OM. Miary wzgledne tych o )4 L
wektoréw, brane wzgledem osi, na ktorej kazdy z tych wektorow lezy, oznaczamy |- L R _ N
literami x i ¥ ‘ | Cwiartka It Ewiartaa IV
x =miara0OA y=miara 0B . | & Rys. 98.7. Znaki wspblrzednych w poszczegélnych éwiartkach plaszezymy OXY
i ; i 0M. Li deigta, a liczbe y — |- . . ,
! nazywamy WSPOhZanymI; wektora OdM L?qu * nzﬁr:v :;nyr:l cfn‘ll(tz ;;z \4 # Kat a miara kata, W praktyce szkolnej spotykamy nickiedy zadania, ktérych
ragdnq wektora OM !" ezby :e 5 jes nocz; ;a wksP Qobfot olc)l dodatniei pétosi | sformulowanie, gwoli krétkosci, jest takie, ze pozostawia pewien margines domysl-
. Jesli & rodaic od 0° do 50°, to wektor wykonuje strzed P d noci, a co za tym idzie, pewna dowolnoéé interpretacji tematu. To z kolei powoduje,
OX przez | éwiartkg plaszezyzny do doc;atmejﬁ polozl é) dY w;;\)o rzgcs l.;e f;ﬂy S%BO; e d_opusz}:zalne beda odpowiedzi réznigee sig migdzy soba. RoZnice takie moga
datnie, przy czym x maleje od r do 0, zad  rosnic o or d s ; ‘i M;( wystapié na przyklad wtedy, gdy w Zzadaniu nie sprecyzowano, <zy chodzi o kat
pokazujg znak i charakter zmiennoci odcigtej i rzgdnej, gdy a rosnie w za resie | {twbr geomelryczny), czy o miarg Kata (liczbe). Wyjatnimy to na prykladach, w kio-
poszczegdlnych éwiaftek plaszezyzny OXY (A oznacza wrrost, . oznacza zmnjl_ey-‘ e

ryc‘h korzystaé bedziemy z oznaczeti przyjetych na rys. 98-6 ¢ 98-7.
szanie sig). 2 i
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Przyklad 1. Kiedy rzedna punktu M jest rowna promieniowi wodzacemu?
Pytanie to jest sformulowane ogdinie i mozna da¢ na nie odpowied?:

— ,Wtedy i tylko wtedy, gdy punkt A lezy na dodatnicj polosi rzednych”, § . Czy wérdd katéw skierowanych istnieje najwigkszy ? Ktory z katow nieskie-

Pytanie to moZna sprecyzowac¢ na dwa sposoby: a) pytajae sig o kat; b) pylajac
sie¢ o miarg kata. W pierwszym przypadku mamy pytanie: ,,Dla jakiego kata <[ XOM |

rzedna punkiu M jest réwna promieniowi wodzgcemu?” i odpowiedi: ,,Jedynym‘ ‘
katern o tej whasnodci jest kgt o rhierze 90°”. W drugim przypadku na pytanie: §

»Dla jakich miar o kata <X XOM rzedna punktu M jest réwna promieniowi wo-

dzacemu?” dajemy odpowiedz: ,,Dla @ = 90°-I-k -360°, gdzie k jcst dowolng liczbq :

catkowitg”,

Przykiad 2. a) Dla jaleh katow <):XOM odcigta punktu M jest zerem?
b) Dla jakich miar kata < XOM odeigta punktu M jest zerem?

Odp. a) Istnieja dokladnie dwa takie katy: +90° i —90°. '

" b) Miary tych katéw wyrazaja si¢ wzorami

00°+ k+360° —00°+k-360°

co moina wyrazi¢ jednym wzorem
‘ 90° 4+ k-180°

gdzie k oznacza dowolna liczbg catkowita.

Przyklad 3. a) Dla jakich katéw <C XOM rzedna punktu M jest dodatnia?
b) Wyznaczyé miary tych katéw. B .

Odp. a) Sa to katy o zwrocie dodatnim.

b} Miary gidwne tych katow sa wyznaczone warunkiem
0° <o < 180°
Miary wieloznaczne tych katéw s3 wyznaczone warunkiem
k-360° < o < 180°+k-360°

gdzie k jest dowolna liczbg catkowitg, co mozna tez zapisaé w postaci
2k-180° < o < (2k+1)-180°

gdzie k jest dowolna liczbg calkowita.

Pytania i zadania

1. Czym rdiniq sig miedzy soba nastgpujgce dwa pojecia:
a) o§ — prosta;
b) wektor — odcinek;
c) rdwnodé wektoréw —— réwnoéé odcinkdw;
d) plaszczyzna zorientowana — plaszczyzna niezorientowana;
¢) kat skierowany — kat nieskierowany?
2. Co to jest miara wzgledna wektora letqeego na osi lub réwnoleglege do
tej osi? . i
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',"Co to jest miara kata skierowanego, lezacego na plaszczyinie zorientowanej?

Ile miar ma kazdy kat skierowany?

rowanych jest najwigkszy?

. Jak dodaje si¢ do siebie dwa wektory:

a) rownolegle 1 zgednie skierowane;
b) rownolegte i przeciwnie skierowane; -

¢) nierdwnolegte ?

W jaki sposdb wyznacza sie rzuty wektora w ukladzie rzutowania:

a) prostokatnym; b) ukoinokatnym (zobacz rozwiazanie zad. 7)7

. W punkcie A poziomej osi p zaczepiony gest wektor E, tworzgey z osia p

kat +60°. Przez punkt 4 przeprowadzono druga 0§ d, ktora z osig p tworzy
kat ¢. Rozlozyé wektor F na skladowe lezace na osiach p i 4 w przy-
padkach:

a) g = +90° b)Y g = +120°, c) ¢ = +45°.

. Jakie czynnos$ci nalezy wykonaé, aby wprowadzi¢ na plaszczyZnie prosto-

katny ukiad wspotrzednych? Jak okresla sig wspotrzedne dowolnego punktu
tej plaszczyzny? ‘

. W ktérej Ewiartce plaszczyzny lezy punkt: 4 (2, —=2), B{—1,3), C(2, 4},

D(~35 =37

. Co mona powiedzie¢c o wspolrzednych punktu le2gcege: a) na, osi Ox;

b) na osi Op; c) w [ i 11 éwiartce; d)y w I i [V éwiartce; ¢) w L i III éwiartce;
f) na dwusiecznej I éwiartki; g) na dwusiecznej IT éwiartki?

. Gdzie lezy punkt, jesli a) odcieta jest dedatnia, 2 rzgdna vjemna 7 b) odeigta 0,

a rzgdna ujemna?

. Dany jest punkt A (3, 2). Wyznaczy¢ wspdirzgdne: punktu 8 symetrycznego

do 4 wzgledem 0; punktu C symetrycznego do 4 wzglgdem Ox; punktu D sy-
metrycznego do 4 wzgledem Oy,

13. Obliczy¢ odlegiosci punktow: 4 (3,4), B(6,8), C(2, —3), D(4,0), E(-12,

—9), F(0, 5) od poczatku ukladu wspdirzednych. ‘
Czy wektor oM bedzie na plaszczyinie OXY jednoznacznie okreSlony, jesli
zostang podane jego:

a) obie wspdtrzedne prostokatne {odci¢ta i rzedna);
b) dlugosé; :
¢) dlugoéé 1 odeieta;

. d) dlugosé i kat skierowany (od 0X da W);

€) odcigta i kgt skierowany (od OX do OM)?

5. Jak zmieniajg si¢ odcigta i rzedna wektora bmji, gdy wektor ten obraca sig na

plaszczyinie OXY w kierunku dodatnim, nie zmieniajgc swej diugosei?



N

Znak funkeji trygonometrycznych. Funkcja sinus przybiera wartofci takiego
"naku, jaki jest znak rzednej (rys. 99-2), a wige przybiera wartosc: dodatnie w 1ill
twiartce 1 ujemne w 111 i 1V éwiartee, ' 4

99. Okreslenie funkcji trygonometrycznych kata skierowanego

Definicja 99.1. Niech bedzie dany na plaszczyznie OX'Y dowolny kat sl-(ieroyvanyJ :
o mierze o. Sprowadzajac ten kat do potozenia standardowego (rys. 99-1) i oznaczajac
litera M dowolny punkt lezacy na kencowym ramieniu kata i rézny od wierzchotka§
kata, otrzymujemy kat <. X047 o mierze 2, ktéry w dalszym ciagu bedziemy nazywac§-
katem o b

) ! .

Rys. 99-2. ab
Rys. 99-1 ’

Funkcja cosinu. przybiera wartoiei takicgo znaku, jaki jest znak odcigle)
{rys. 99-3), a wigc przybiera wartosci dodatnie w I i IV éwiartce oraz wartodei ujernbe
w II i III ¢wiartce.

Oznaczajac literami x, y, r odcieta, rzedna i promied wodzacy punktu M,
okre§lamy funkcje trygonometryczne kgta & nastgpujgeymi réwnosciami

singt = — cosa = — ,
« r a; b) ¥
y x ! P P _‘\\\
tgo=— ctgo = — . 4 N
x ) (99.1) / /!
r / e
seCo = —  COseC o = —fv— ‘,“ | } :
. ) ) .. ' . .. ‘ W o \ ; g x
W zakresie katéw I éwiartki powyisza definicja pokrywa sig z definicjg 92.1, ‘.\ ‘ |
jest wiec jej uogdinieniem. Réwnosci (99.1) mozna zapisaé w' postaci analogicznej* AN | / /
do (92.1) _ : \ | y
, rzgdna * odcigta ' S : H .
sing = ———- 050 = -
promief promien Rys. 99-3. ab
_ Tzgdna _ odcigta
/ tga= ‘odcigta &= “rzedna’ Postugujac si¢ pojeciami rozwartodei i zwrotu kata skierowanego, pgwiemy, Ze:
. o — znak sinusa jest taki, jak zwrot kata:
seco = E:ﬂ!ié COSEC of = PEH;M — znak cosinusa jest zwiazany z rozwarloscia kata, a’ mianowicie cosinus jest
odeigta Izgdna dodatni dla katéw o rozwartosci mniejszej od 90° i ujemny dla katéw o rozwar-

tosci wigkszéj od 90°.

Funkcje tangens i cotangens prrybieraja wartosci dodatnie, gdy x i y sa tego
samego znaku, tj. w I i [11 éwiartce oraz warto$ei ujemne, gdy x i y sa przeciwnych
znakéw, tj. w IT 1 1V éwiartce.

Tablica 99-1 zawiera zestawienie powyzszych wiadomosei. Znak * ornacza, e
dla dahego kata funkcja jest nieokreslona. (Poniewa2 dla katdw bliskich tym katom

Okreslonoéé funkeji trygonometrycznych. Sinus i cosinus sg okreslone dla wszyst-
kich bez wyjatku katéw, gdy2 r # 0. Pozostale funkcje trygonometryczne sg nie-
okre§lone dla pewnych katéw, a mianowicie wtedy, gdy mianownik w ulamku
okreélajacym dana funkcjg staje sie réwny zeru, Tangens i secans tracg sens, gdy
x =0, tj. dla katéw -}-90° i —90°. Cotangens i cosecans traca seps, gdy y =0, I8
1§. dla katéw 0° i 180°. Funkcjami sec i cosec nie bgdziemy si¢ zajmowac. :
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funkeje tg i ctg przybieraja wartosci bezwzgledne dowolnie duze, wigc w wieln
ksiazkdch znajdziemy w tych miejscach-znak nieskoficzonosci o).

" Dowbdd wzoru (100.3) analogiczny.
Z powyiszych trzech podstawowych tozsamosci mozna tatwo wyprowadzi¢ parg
alszych toZsamosci, np. .

Tablica 99-1
1 1
— = =] > - = |a = tgactga =1 tgx = ctgoa=
. o o = - PN NE pocte £ clga g tga

Kat | | R g = S |8 2 |2 =
x |00 & [s0c| & o] E [270°| ¥ (360 T 4| F 4| g

3 3 E £ g 2 5 :Oa g Obliczenie wartosci Funkcji trygonometrycznych, gdy wartos¢ jednej z nich jest

: © < | i nE e dana. Tozsamosci (£00.1), (100.2), (160.3) pozwalaja wyznaczy¢ bezwzgledna wartosé
sino | g | FH+| p|FHE g Tl ] e przy dalszym wzrodcie funkcji tr-ygonomfetrycznych, a'le dla okrt?sle'm'a .znak.ow potrzebna jest dodatkowa
™ N miary kofcowe ramig informacja o kacie o, wskazujaca do ktdrej éwiartki nalezy ten kat.
T - ” ‘'kata przebiega po- : 3 U L.

cosal1|TFH ol——| 1 |==~1 o {7+ 1 !'mwnieléwjanki[_[v Przyklad 1. Wyznaczyé cos «, jesl jest dana wartosé sin .

> N 7 7 i funkcje trygonome- Rozwiazanie. Z ,.jednosci trygonometrycznej” otrzymujemy

B e R tryczne doznaja po- .
+++ ——— +++ —— nownie tych samych P EU—

tga | 0 P » 0 P 0 2mian cosa="+y1—sinx lub cosx=— ) 1—sin’a
' ) —_ ‘Bez dodatkowej informacji o kacie « nie mozna okreslié znaku. Jesli jest taka in-
cga | % |TFT| o « THH 0 7] s . P o . ) )

N “ N N ormacja, np. jeéli wiadomo, ze 90° < « < 1807, to wiedzac (rys. 99-3b), e w tej

¢wiartce cosinus jest ujemny, wybierzemy znak ,minus”.

- Przyklad 2. Dana jest wartosc tg o = m. Obliczy¢ cos .
100. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego: " Rozwiazanie. Postgpujac, jak w zadaniu wzorcowym 2 (str. 159), dostajemy

kata skierowanego cos? o = - skad wynika alternatywa

L
1+ m?’

. . - |
cosazx+'l/mu1—2- lub cosa=—]/w

Mozliwe sa oba znaki: plus | minus, co dla wartosci liczbowej m = T pokazuje rys.

Trzy podstawowe toisamosci. Twierdzenie 100.1. Miedzy funkcjami trygono-
metryeznymi tego samego kaqta skierowanego zachodzg zwigzki

sinfo+cosfa =1 (100.1)

100-1, Poréwnujac ten rysunek z rys. 95-i, widzimy. ze definicja 99.1 jest uogdlnie- °

. -t cosa .
oy T B e =ctga (100.2) (100.3) .
‘ ) : yniem definicji 92.1.

Wzdr (100.1) jest prawdziwy dla wszystkich kqtow skierowanych. Wzory (100.2)
1 (100.3) sq prawdziwe dla tych kaqtow, dla ktdrych tangens wzglednie cotangens sq

okredlone.

Wzor (100.1) bywa nazywany ,,wzorem jednostkowym”, ,,jednodcia trygono-
metryczng”, lub ,trygonometrycznym twierdzeniem Pitagorasa™, Wzdr (100.2) wy-
rala tangens jako stosunek sinusa de cosinusa, wzér (100.3} wyraza cotangens jako §
stosunek cosinusa do sinusa. - '

‘Dowdd wzoru (100.1). Miedzy x,y, r (rys. 99-1) zachodzi zwigzek x* + p* = r2.
Diiclac te réwnoéé przez r? i uwzgledniajgc definicje (99.1) otrzymujemy (100.1).

. Ay

e
G tgae=L =3 -3
Jesli tg a'—rj,m €0 or= lub cos = gz

\ Rys. 100-1

Dowéd wzoru (100.2). simee _ Y EF_or LY 1R
Cosa r r r x X

178 179



Pytania i zadania

i

metrycznymi dowolnego kata skierowanego.

2. Jak wyznacza sig wartosci funkcji trygonometrycznych kéta a, jesli jest dana

warto$¢ jednej z tych funkcji dla tego kata?

3. Obliczy¢ wartosci pozostalych trzech funkcji trygonometrycznych kata o

wiedzgc, ze

a) cosoc——i‘-‘—'
T 85

wi

b) sina = ——=; ¢) tga=8; d) ctga =0,

4. Obliczy¢ sinx, jesli cosx = -g—‘;-i kat x spelnia nieréwno$é:
a) 270° < x < 360°; b) 90° < x < 270°; ¢) [x] <45° d) 45° < x < 135° -

5. Uprodci¢ wyrazenia: a) cosa+sinactga; b) cos?a—1:;
cos’a tga+tgf
1 —sina ctga+tctgff

6. Wiadomo, ze tgad-ctga = 6. Obliczy¢: a) 1g?a+-cig?a; b) tg*atctgia.
7. Wiadomo, ze sina4-cosa = . Obliczy¢: a) 2sinacosa; b) sina—cosa.

101. Okresowo$¢ funkcji trygonometrycznych.

Funkcje trygonometryczne jako funkcje miary kata. Kazdy kat skierowany
¥ XOM na plaszczyznie OXY ma nieskoriczenie wiele miar stopniowych. Przypo- 8
rzadkowanie to jest wieloznaczne, ale p;zyporza‘dki)wanie odwrotne jest jedno-
znaczne, bowiem dowolnej liczbie «, uwazanej za stopniowa miarg kata skierowa-
nego w potozeniu standardowym wzgledem uktadu OXY: odpowiada jednoznacznie

okreslony kat ¥ XOAM. To jednoznaczne przyporzadkowanie jest! funkcja
«” N xXOM ‘

ktéra dowolnej liczbie a przyporzadkowuje okreslony twor geometryczny ¥ XOM. {
Katowi ¥ XOM, zgodnie z definicja 99.1, odpowiadaja okreslone wartosci |
funkcji trygonometrycznych; dla ustalenia uwagi weZmy jedng z nich, np. sinus. 7

Mamy wigc druga funkcje '
" sin ¥ XOM

£X0M -~ T YT

ktdra tworowi geometrycznemu ¥ XOM przypo.rzadkowuje liczbg okreslona sto-

sunkiem 2,
. r

180

- Napisa¢ i udowodni¢ trzy podstawowe zwiazki miedzy funkcjami trygono-

E nazywamy okresowq (periodyczng), jeshi st

Funkcja zlozona z tych dwdch funkcji
sin ¥ XOM

- y
p———

r

: i
funkcja, ktéra dowolnej liczbie « za posrednictwem stosownego kata ¥ XOM

rzyporzadkowuje liczbg {* . Te funkcjg ztozona oznaczymy symbolem sin &

sina

. y
= xXOM T~

- Symbol ten sam, co w definicji 99.1, ale teraz ma on dla nas nieco inny sens. Analo-
3 Al

icznie mozna rozumieé symbole: cos «, tg «, ctg «. Tak rozumiane funkcje — to fun-
cje trygonometryczne stopniowej miary kata skierowanego.

Funkcja okresowa, okres, okres podstawowy. Funkcje f(x) okreslona .w zbiorze
nieje liczba 1 rozna od 0 i taka, Ze
$li x nalezy do E, to takie x4+ i x—¢ naleza do E i zachodzi réwnosc

S+ =f(x) = J(x=1

aiaa liczbe ¢ o tej wlasnosci nazywamy okresen (periodem) funkcji f(x).
Jesli pewna liczba ¢ jest okresem danej funkcji, to réwniez liczby 2¢, 3¢, 41, ... 3

okresami tej funkgiji. .

>Najmniejszy dodatni okres danej funkcji (o ile istnieje), nazywamy okre.‘vem pod- .
tawowym tej funkcji. E
W niektérych.ksiazkach okres podstawowy nazywa sig krétko okresem, a o m-‘
ych okresach nie wspomina sig. ,
Okresowos¢ funkcji trygonometrycznych stopniowej miary kqta. Niech bedzie dan,a
owolna liczba rzeczywista «. Liczbie tej odpowiada okreslony kat XX OM, kté-

4 ¢égo miara stopniowa jest a. Wzrostowi miary stopniowej kata od wartosci « do

artoéci «-+360° odpowiada jeden pelny obrét konicowego ramienia kata; po tym
brocie ramie to powraca do poprzedniego poloZzenia i wyznacza ten sam, cO po-
rzednio kat X XOM. ‘ o
Zatem dowolna funkcja trygonometryczna musi dla 360°+ a przyblerac t.q sama
wartosé, co dla o, a.jesli, w przypadku tangensa i cotangensa, funkcja byla meokfe-
lona dla «, to i dlé 360°+ « jest nieokre$lona. Mamy, wigc dla dowolnego o row-
osci
sin(360°+a) = sina
cos(360°+a) = cosa oy
tg(360°+a) = tga
ctg(360° + o) = ctga

\
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z ktdrych wynika, -de funkéiza. trygonometryczne stopniowej miary kata sq okresowe 102. Wzory redukcyjne
(periodyczne). Ich akresem (periodem) jest 3607 (okresem jest liczba 360, a znak ©

rzypamina o zaloteniu, Ze chodzi tu o stopniowa miarg kqta). Dla funkcji sin
1 cos jest to okres podstawowy.

Okresem podstawowym funkeji tg i ctg jest 180°

quy a, 180°—=, 180°+a, —o. W lab!i({ach podaje-si¢ wartoé't:i tiual‘::l;q‘lx::zii;
:'nometrycznych jedynie dla katéw | éwiartk::'\f\{'pozostalyzh’ éw::riona : bowier
Wyst@puja te same wartosci, jedynie ich kolejnos¢ moi‘te by zmu;ieﬁ 2 b l.
“Wida¢ to na kole trygonometrycznym (rys. 102-1). Obierzmy prot s

12(180° +-2) = tga . | ‘ ‘
, y Swezas rzedna jest rowna sinusowi, a odcigta — cosInUSOWI danego kata.

(101.2)
ctg(180° +a) = ciga

Wynika to stqd, ze ramiona koficowe katdw o i 180°+a w poloZeniu standardowym’ v
uzupetniajy sic do prostej przechodzacej prezez punkt 0, a na takiej prostej sto- i e
sunek rzgdnej do odcigtej jest staly. : kgt 180% ot
Przyklad 1. Wyznaczyé wartosé sin 420° 1
. . . . o . o 3 &
Rozwiazuanie. sin420° = sin {360° +60°) = sin 60° = -£ ) S
2 180 o

Przykiad 2. Wyznaczyc wartosé sin 765°.

Rozwigzanie. sin 765° = sin (360° +360° +45°) = sin 45° = izz- .

Przyklad 3. Wyznaczyé wartosé sin (— 300°). v

. V3 gt 186

Rozwigzanie. sin (=300°) = sin {—300°+360°) = sin 60° = 5 B
02-1

Przyklad 4, Wyznaczyé wartogé tg 225°, Rys. 1

Rozwigzanie. tg225° = tg (225°—180°) = tg 45° = 1.

. Wezmy pod uwage czlery katy
Przyk!ad 5. Wyznaczy¢ wartosé cos 1965°. o ] « 180°—x 180°4a —x (102.1)
Rozwiazanie. 1965°:360° = 5 reszta 165%; 1965° = 5+360°165° .
‘ 1800 ' i odpowiadajace tym katom cztery punkty okregu
165

: (102.2)
M M, M, M, _
cos 1965° = cos (5+360° +165°) = cos 165° a . D l -
. ( + ) " Jeéli kat « nalezy do I ¢wiartki, to katy 180°—e, 180 +a,'——az na}eia or'i;?:.w’lcdmo
" do éwiartek 11, 11T i IV, Punkty ¢102.2) leza symetrycznie. 4 mianowicie:
o punkt M, jest symetryczny do punktu A wzgledem osi rzednych;
— punkt M, jest symetryczny do punktu M wzglegdem poczqtk}l ukladu;
- — punkt M, jest symetryczny do punktu M wzglgdem osi odcl@tych. .
- Dzieki tej symetrii, tatwo wyznaézyé wspotrzedne punkt'éw M 1 M,t M?, Jeélls zznfn:
sq wspolrzgdne M. Oznaczmy wspdlrzedne punktu M literami x, y; wowcza : ys.
102-1 odczytujemy

M@y Mi(~x)) Ma(=x,=y)  Mi(=») (102.3)

Kata 165° nie znajdziemy w zadnej tablicy funkcji trygonometrycznych. Nalety za-
stosowad jeden ze wzoréw redukcyjnych (zob. przykiad 1, str. 184).

Pytania

I. Kiedy funkeje nazywamy okresowa? Co to jest okres podstawowy?

2. Co to znaczy, ¢ sinus jest funkcja okresowa? Jakie sa podstawowe okresy
funkeji trygonometrycznych ? '

3. Powigkszajac kat a = 30° 07120° nie zmieniamy wartoSci sinusa

Rzedne tych punktéw sa sinusami, a odciete — cgsinl{sami katéw (3(2)21.1). Mamy
" wige dla tych katéw nasigpujace wartodci sinusa i cosinusa (tabl, 102-1).

sin(@+120%) = sina . dla o = 30°

Dlaczego, mimo tej réwnosci, 120° nie Jjest okresem sinusa?

. ‘ 183
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. Tablica 102-1

Kat & 180° —«x 1807 -t- —x
Sinus y y -y o d
Cosinus x —x X X

Pordwnujgc ze soba te wartosci, stwierdzamy,
o1 180°—a te sama warto$c

|
sin(180°—a) = sina

Ze sinus

natomiast dla katéw « i —ea sinus przyjmuje wartoéci przeciwne

W podobny sposé'b odczytujemy z tablicy 102-1 dalsze zwiazki. Zestawiono je -
w tablicy 102-2. Sa ong prawdziwe dia wszystkich wartosdci « i nazywajg si¢ wzorami -

sin(—a) = —sina

redukcyjnymi.
Tablica 102-2
Wzory redukcyjne
dla kata dla kata dla kata
180° -« 180° -t —
sin (180° —&) = sin & sin (180°+a) = —sinx sin(—«) = —sinx
cos (180°—a) = — cos o cos (180°+a) = —cos o cos (—a) = cos
tg (180°—a) = —tg« - 18 (180°+o) = tgox tg(—x) = —tgo
ctg (180°—na) = —ctga ctg (180°+«x) = ctg o ctg (—x) = —ctga

\

Przyklad 1. Wyznaczy¢ cos 165°.

Rozwiazanie. Stosujemy wzér redukcyjny cos(180°—«) = —cosa
€0s 165° = cos(180°—15°) = —cos15°= ~0,9659

Przykiad 2. Wyznaczyé cos 220°

Rozwigzanie. Siosujemy wzor redukcyjny

cos(180°+a) = —cosa

€05220° = cos(180°4-40°) = —c0540° = —0,7660
Przyklad 3. Wyznaczyé sin (—30°) i cos (—30°).

Rozwiazanie. sin(—30°) = —sin30° = —0,5000,
cops(—30°) = cos30° = 0,8660..

Przyklad 4. Wyznaczyé tg (—38°).
Rozwiazanie. Stosujemy wzér redukcyjny tg(—a) = —tga
tg(—38°%) = —tg38° = —0,7813

184

przyjmuje dla katow

Przyklad 5. Wyznaczyé cos (—70°).
Rozwigzanie. cos(—70°) = cos70° = 0,3420.

Redukowanie dowolnych katéw do katéw I éwiartki. Wzory (101.1) pozwalajg zre-
dukowaé dowolng miare kata do miary gléwnej, co pozwala rozpozna¢ do ktdrej
¢éwiartki dany kat nalezy. Z kolei, podane powyzej wzory redukcyjne pozwalaja
zredukowaé ten kat do pewnego kata « nalezacego do I ¢wiartki, a mianowicie:
— kat 11 éwiartki przedstawiamy w postaci 180°—a i stosujemy wzory redukcyjne
dla kata 180°—ua«;
: — kat 11T éwiartki przedstawiamy w postaci 180°+a i stosujemy wzory reduk-
- cyjne dla kata 180°+a; :
: — kat IV ¢wiartki przedstawiamy w postaci —a i stosujemy wzory redukcyjne
dla kata —a. .
. Opréez| wyzej wymienionych wzoréw redukcyjnych podamy jeszcze dalsze.
.- Wzoréw redukcyjnych jest do$é duzo. Istotne jest nie tyle wyuczenie sig ich na pa-
" mig¢, co umiejetnosé wyprowadzania tych wzeréw. To za$ polega na wlasciwym
odczytywaniu prostych rysunkéw. Pokazujemy to poniZej na paru przykladach.
Wzory dla kata 180°—a. Rozwazmy katy x i 180° — & w polozeniu standardo-

" wym (rys. 102-2). Z katem 180°—a mozna skojarzy¢ wyobrazenie obrotu zloZzonego
.z obrotu o kat 180° i obrotu o kat —a. Oba katy kres$limy w.jednym ukladzie, za-

Rys. 102-2

aczamy okrag i na otrzymanym w ten sposéb kole trygonometrycznym odczytu-
emy rzedne i odcigte punktéw M i M’ (rys. 102-3). Rzedne sg jednakowe, natomiast
odciete sa liczbami przeciwnymi. Stad odczytujemy, Ze jest

sin(180°—a) =sina  cos(180°—a) = —cosa

Rys. 102-3
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’

Katy 90°—é i 90°+4 (rys. 102-7a). Kofcowe ramiona tych katéw sa pol-

Dzielac pierwsza z tych réwnoéci przez druga, otrzymujemy wzér
i I' polozonymi symetrycznie wzglgdem osi rzednych. Wspdirzedne

tg(180%a) = —tga ?prostymi r
Wzory dla kgta 180°+a wyprowadzamy za pomoca rys. 102-4. punktéw M’ i M'’ lezacych na tych pdlprostych tak, aby OM' = OM" =r >0
Wzory dla kata —a wyprowadzamy korzystajac z rys. 102-5. (rys. 102-7b) spetniajq zwiazki x”" = —x', y"" = y'. Stad
v 1% a) p 12 p b) 12
— 4
/ 902 W
M X”
M
, r 90% o »
180+ y
~x [ i a\? o
~ 7 X X AT Y X
Y . > 0 X 7
74 v Rys. 102-7. ab
T sm(90°+oz)_._'¥;- = y7=sm(90°—ot)—cosa
Rys. 102-4 Rys. 102-5 X , ¢
) . -X
. ; . . cos(90°+oc)—— == —-cos(90°—a)— —sina
Katy q i 90°-g. Rozwaimy katy » i 90°—x w polozeniu standartowym § r
rys. 102-6a). Kon i il jemni 4
(ry ¢ )' ’onc‘owe ramiona tycl'l katéw /il sa wzajcmme: symetryczne wzgledem W ten sposéb wyprowadziliémy wzory redukeyjne dla kata 90°-+a
prostej dwusiecznej kata XOY. Obierzmy punkty M (x, y) i M’ (x', y') lezace od- 3 o 900 102.6
powiednio na /i I’ tak, aby OM = OM’ = r > 0. Wspolrzedne tych punktéw | sin (90°+«) = cosa cos(90° +a) = —sina (102.6)
spetniaja zw142k1 x' =y, y' = x (rys. 102-6b). Stad sin(90°—a) = yo_x —cos« Dzielac stronami, otrzymujemy \
T tg(90°+a) = —ctga (102.7)
/ N . }
D) v o ! Tablica 102-3
X s/ Wzory redukcyjne
/ = .
, / dla kata dla kata
! y // 7 ‘ . 90°—a 90°+ax
//. Y sin (90°—a&) = cos & sin (90°+a) = cos «
Z cos (90°—a) = sin & cos (90°+a) = —sin«
X L0 x X tg (90°—a) = ctga tg (90°+a) = —ctg
ctg (90°—a) = tg o ctg (90°+a) = —tgo
Rys. 102-6. ab ¢
. R : !
oraz cos(90°—a) = i’i = 2. = sina. Poniewaz symetria polprostych /i !’ zachodzi < 1'(aty 45°—ai45°+4. Katy te w polozeniu standartowym (rys.. ](.)2-8) m.ajq
r r i ramiona koricowe poloZone symetrycznie wzglgdem prostej dwusiecznej I i III ¢wiar-

dla dowolnego «, wigc dla dowolnego « mamy zwiazki
sin(90°—a) =cosa  ¢os(90°—a) = sina

tki, a_ punkty M, M’ lezace na tych ramionach, OM = OM’ = r >0, maja wspot-
tzcdne (x,»)i(x, y"), przy czymjest x’ = y, " = x. Stad wymkajq wzory redukcyjne
- sin(45°4«) = cos (45°—a) .
cos (45°+a) = sin (45°—a)
> tg(45° +0) = ctg(45°—a) . (102.8)
ctg(45°+a) = tg(45°—w)

(102.4) §
Zwiazki te nazywamy wzorami redukcyjnymi dla kata 90°—a«. Odpowiedni wzér
dla tangensa i cotangensa otrzymamy, dzielac przez siebie strenami réwnoéci (102.4)
tg(90°— ) = ctga ' (102.5) 4

Wzory (102.4) i (102.5) sa uogdlnieniem wzoréw (93.1) na dowolny kat a.
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Rys. 102-8

Pytaniz i zadania

1. Zredukowad do T éwiartki nastepujace wartoéci funkcji:
4} sin138°; b),cos115°; ¢) tgl65°; d) sin(—250%); &) cos190°; f) tg300°;
£) sin1000°; h) cos1000°; k) tg1000°.

2. Napisa¢ i uzasadnié¢ wzory redukeyjne dla katéw:
a) 180°—u, b 180°4-«, ) —a, d) 90°—a, €) 90° 2.

3. Wyrazi¢ przy pomocy. katow dodatnich, nie wigkszych od 45°;
a) cosi15%; b) sin(—230%); c) tg300°; d) sin1000°; e} sin225°.

4. Poslugujac si¢ wzorami redukcyjoymi i tablica 96-1, wyznaczy¢:
a) sin 120°, b)sin 240°, ¢) sin 300°, d) cos 210°, e) cos 135% f) tg 150°, g) tg 315°
h) tg (—225°), k) ctg 150°, l) otg 330°, -

5. Napisa¢ i uzasadni¢ wzory redukcyjne dla kqta 270° +a¢

¢) ¢os(270°+x)+sin{180°+x);

f) sin(90°+4x)—cos(180°—x);

g) sin{—x)—cos(270°—x);

h) sin(x-—180°);

k) cos(x— 180%); ' .
Iy tg(x—270°).

103. Kelo trygonometryeme i przebieg funkcji trygonemetrycznych
w zakresie dowolnych katéw skierowanych

Kolo trygonometryczne. Nakre§lmy na piaszezyinie OXY okrag o érodku O
i promieniu r = 1 (rys. 103-1) i poprowadzmy dwie styczne do tego okrggu — stycz-
ng 1 przez punkt P przeciecia okregu dodatnig pdlosis OX; — styczna -1l przez

v Stycznn |
q| Cotangens K
7 Styczna 11
M
N
© 7]
2 \E
AR =
' o fosinus A (P X

~

~

B Y B

Rys. 103-1. Kolo trygonometryczne; kat o w I éwiartce

6. Podaé¢ wszystkie katy x, dla ktérych zachodzi réwnosc:
sinxy =0 cosx =10 tgx =10 ctgx =0
“sinx =1 cosx =1 tgx =1 ctgx =1
s‘i\n.\.’:ﬁl cosx = —1 tgx = —1 ctgx = —1
1. 1 = ‘ -
sinx:xé— cosx = — lgx:]/B ctgx:]/.'s
1. 1 1 — P
smx--—-———z— cosx=——3 tgx:—]/3 Jetgx=—)3
/_ I3 P /7
3 —¥3 e -y
sin x = ¥ CO8 X = '/ sin x = ¥ cos X = l/ -
2 2 2 2

(wystarczy podaé po jednej mierze kazdego kata).
T Sprowadzi¢ do ~prrl)stszej postaci wyraZenia:
a)- sin(180°—x)4-c0s(90°4-x);
b) cos(180°—x) sin(90°—x);
c) tg(270°-—-x) tg(180°+x);
d) sin(-27{)°—x)--‘co’s(l80'-’-|—x);

188

Styczna I skierowujemy zgodnie z osia OY, styczna Il — zgodnie z oan__ _OX
Niech bedzie dany dowolny kat skierowany w poloZeniu standardowym ¥ XOM

-0 mierze o, OM = r = 1. Punkty, w ktérych prosta OM przecina styczna [ i stycz-
.ng II, oznaczamy odpowiednio 7 i K. Rzut punktu M. na o§ OX oznaczamy A.

Przy tych zaloZeniach i oznaczeniach mamy réwnosci

sin @ = miara wektora AM wzgledem osi OV _
cos ¢ = miara wektora 04 wzgledem osi OX [
" tg o = miara wektora PT wzgledem osi OY
ctga = mixra wektora QK wzgledem osi OX

f

Wektory OA i AM sa sktadowymi wektora OM, réwnoleglymi do osi ukladu,
Wektory PT i QK sa odcinane na stycznej 1 i stycznej I¥ przez pary prostych: ox

‘| OM, wzglednic OY i OM. Rys. 103-2 ilustruje to w przypadku katéw IT, III 11V
‘éwmrtkl
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Rys. 103-2. Kolo trygonometryczne; kat « w éwiartce: a) drugiej, b) trzeciej, c) czwartej

Dla katdw: 0°,90°, 180° i 270° niektére z wektoréw OA, AM, PT, QK, przedsta-
wiajacych wartosci funkeji trygonometrycznych, sa zerowe lub nieokreélone. Jest

to ilustracjy faktu, ?¢ odpowiednie funkcje trygonometryczne sa dla tych katéw.

réwne zeru lub nitokreslone

sinQ® =0 tg0° =0

cos0° = 1 ctg 0° jest nieokreflony
5in 90° = 1 tg 90° jest nicokreslony
<08 90° = 0 cig 90° = 0

sin 180° = 0 g 180° = 0

cos 180° = —1 ctg 1807 jest. nieokreflony
5in 270° = . — tg 270° jest nicokreslony
cos 270° = @ ctg 270° = 0

-dla kata 360° jest tak samo jak dla kata 0°

dla kata 360°+90° jest tak samo jak dla kata 90°

180

Zadanie 1. Odczytad z rys. 103-2¢ znak funkcji trygonometrycznych w 1V éwiartce,

Przebieg funkcji sinus. Ze zmian wektora 43 w kole trygonometrycznym od-
czytujemy przebieg funkcji sin ¢, a mianowicie:
; éwiartka I; je§li « rosnie od 0° do 90°, to sin o jest dodatni i rosnie od 0 do'1
{rys. 103-3);

\,_/

Rys. 103-3. Wzrost sinusa w I ¢wiartce

" ewiartka IT; jeshi o rosnie od 90° do 180°, to sin « jest dodatni i maleje od 1 do 0;
cwiartka II1: jesli & rosnie od 180° do 270°, to sin o jest ujemny i maleje od O

do —1;

cwnartka IV: jedli @ rosnie od 270° do 360°, to sin « jest ujemny i roénie od —1

. do 0,

‘ Sinus jest funkcja rosnaca w éwiartkach IV i I, za$ malejaca w éwiartkach II

IIL Sinus jest funkcja ograniczong; dla dowolnego « jest |sin af < I.

Zadanie 2. Opisa¢ przebieg funkcji cosinus. Sformulowaé odpowiedi pisemnie,
<. a potem pordwnac¢ z odpowiedzia na str. 220.
Przebieg funkeji tangens. Ze zmian wektora PT na kole trygonomeirycznym
* odczytujemy: )
: éwiartka I: jedli o rosni¢ od 0° do 90° (rys. 103-1), to tangens jest dodatni i ros-
-nie od 0 do o0, przyjmujac dla katéw bliskich 90° i mniejszych od 90° wartoéei
" dowoluie duze; punkt T oddala sie po stycznej I w gére do nieskoriczonosei; dla
o == 90° punkt T nie istnieje i tangens jest nicokreslony;

éwiartka II: jesli « roénie od 90° do 180° (rys. 103-2), punkt 7' przesuwa sig po
tyoznej od dotu w gorg do punktu P (rys. 103-2a); tangens jest ujemny i rosnie
od —oo do 0; réwniez i w tej ¢wirrice tangens jest funkcja rosnaca;
éwiartka III: jesli & ro§nic od 180° do 270° (rys. 103-2b) punkt T przesuwa’ sig
© po stycznej w gorg analegicznie jak w I dwiartce: tangens przyjmuje te same wartodci,
~co w I éwiartes, i w tej samej kolejnosdei; jest wiec dodatni i rodnie od 0 do + 0}
éwiartka 1V jedli o ronie 'od 270° do 360° {rys. 103-2¢c), to tangens ]est ujemny
. 1 rofnie od —oo do 0.

Tangens jest funkcja rosnaca w kaldej éwnartce, a takle w przedzialach
—90°;-+90°), (90°; 270°), Tangens jest funkcja nicograniczong.

/
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Zadanie 3. Nakreéli¢ koto trygonometryczne z druga styczng i opisaé przebie
funkcji cotangens. Poréwnaé z odpowiedzia na str. 218.

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste. Funkcja cosinus jest parzysta, bowiem
wedlug wzoru redukcyjnego dla kata —a (str. 184) dla dowolnego « zachodzi row- .
nosé '

cos (—a) = cos o

Y
(zastapienie argumentu liczba przeciwng nie zmienia wartoci funkcji).
‘Funkcje? sinus, tangens i cotangens sg nieparzyste, bowiem

0o 459 90°  180°

sin (—~a) = —sin «
tg(—a) = —tgo

ctg(—a) = —ctga :
Sinusoida

(zastgpienie argumentu liczba przeciwng zmienia warto$é funkeji na przeciwna).

Pytania i zadania

4. Co to znaczy, ze funkcja jest parzysta? Ktére funkcje trygonometryczne
sa parzyste? Co to znaczy, Ze funkcja jest nieparzysta? Ktdre funkcje try-
Bonometryczne sa nieparzyste? N

5. Pordwnujac wartosci danej funkcji przy x = a i x = —a, rozstrzygna¢ ja-
ka funkcja — parzysta czy nieparzysta — jest funkcja:
Dysinx; 2)sin(x?);  3) cos’x;  4) cos (x%); S)sin® x;  6) sin x cos x;
7) sinx tg x; 8) sin x4-tg x; 9) 1g x4-ctg x; 10) cos x-+sin x.

6. Pokaza¢ na kole trygonometrycznym warto§é bezwzgledna i znak czterech ooane
funkeji trygonometrycznych dla katéw: 60°, 120°, 210° i 315°. Ktére z nich 4§ Losinusaida
s réwne? ) ’ ‘ ?{
7. Opisaé przebieg funkcji trygonometrycznych w II éwiartce. 3600'5
o

104. Wykresy funkcji trygonometrycznych Rys. 104-1. Konstrukcja sinusoidy i cosinusoidy , i
Sinusoida jest to wykres funkcji sinus w ukladzie prostokatnym. Aby nakreé-
li¢ sinusoidg, odcinamy na osi odcigtych miary kqiéw i w otrzymanych punktach
tej osi zaczepiamy wektory prostopadte, ktdérych miary na osi rzgdnych réwnaja sie .
wartosciom funkgji sinus. ) , ' :
.. Na kazdéj z dwdch osi uktadu mozna obraé dowolna jednostke. Na ogét stara-
my si¢ mie¢ na obu osiach t¢ sama jednostke. W przypadku stopni’owej,mlary kata
byloby to bardzo niewygodne. Jedndstka na osi odcigtych powinna by¢ do$é krotka,
aby na rysunku zmiescit sie dosé szeroki zakres katow, np. od 0° do 360°. Z drugiej
strony sinus przyjmuje wartosci zawarte migdzy —1 i 41, wiec jednostka na osi
rzednych nie moze byé tak mala, jak na osi odcigtych. Dlatego, stosujac stopniowg

na osi odcietych. Linia laczaca

, ' : : i tawiaé” .
mowaé” z kola trygonometrycznego 1 ,,rozs funkeji rygonometrycznej.

ce tych wektordw bedzie wykresem odpowiedniej
‘ ' i funkgcji sinus.’ .
_Rys. '104-1 przedstawia wykres fu . o

Cosinusoida .jesi to wykres funkcji cosinus W ukladzie prostokq.tn'yx:: ::rstom
bide kreﬁiimy podobnie jak sinusoide. Ponie,\'waz wek.tory prze(lls:ilv\;féa::bie pr;eno-
oéinﬁsa' leza w kole trygonometrycznym poziomo, Wigc, aby 1; (;‘o e 1o e
zgnie ich, trzeba by obrécié kolo trygonometryczne o kat -+ .

wykres o kat —90°.
193
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—o0 do +0c0. W punktach rozgrani-

rayvia tego s i
ego samego ksztaltu, co sinusoida. Jesli
sasiedztwie tych punktow

i nym: ukladzie, to okaze sig,
pidy w lewo o odcinek dlugosci o

W kazdym z tych przedzialéw tangens roénie od
czajacych te przedzialy tangens jest nieokreslony, a W

nieograniczony.

o0 sinu . obie te krzy.
de cc'amu.smda jest przesunieta;*
powiadajacej 90°, Odpowiada

1

‘ Cos (d—90°) == Siﬂ o . ‘ '
“Poniewa? kazdy kat ma ni w‘ |
¢ nieskonczenie wi iar, wi nusoid . '
‘ é iele miar, inusoida i cosinusoidg
moga by¢ przediuzane o dowolnie wiele »fal” w lewo liQ CwSIP aswlo ( o
b ¢ rys. 104-2),
o
—90° /1o

I
|
|
!
0° /10° 12700 /360° i450"
|
|
|
I

Rys. 104-4. Wykrés funkcji tg &

ach odpowiadajacych miarom stop-
artoéé 0; katy takie sa dwa: zerowy
k jest dowolna liczba catkowita.

Tangensoida przecina 0§ odcigtych w punkt:
niowym katow, dla ktdrych tangens przybiera w
i polpelny, ich miary wyraza wzér k- 180°, gdzie

ctga

Asymptota m_ny_engzdy
5
o
/
S
o
'Y
3
<
2

Rys. 104-5. Wykres funkcji ctg «

zywa odwrotnie

Rys. 104-3, Konstrukcja tangensoidy

, Cotangensoida, czyli wykres funkcji cotangens (rys. 104-5) jest kr.
przystajaca do tangensoidy. Asymptoty cotapgensoidy odpowiadajg innym katom
niz asymptoty tangensoidy. Cotangens jest funkcja malejaca W kazdym ze swych

przedzialéw istnienia.

3
i

.ngensoid‘ ) r f ‘ 1 taﬂ . ys.
est to wyk (2 unkc ens R S 04' Pl zedSta wia ) pos:d
T . l i

kreslenia tan ;
gensoidy dla katé s
sklada si¢ ona (8 katow I ¢wiartki, Na rys. 104-4 widzi
z galezi, wzajemnie Przystajgcych i oddzielony;vl:d:;;'nr: :alt'lgensoidg, ’
: ymptotami.

Asymptoty s :

4 to' proste pomocni i

; 9 c

galezie tangensoidy, przedtuzane 2¢, nie' nalezace do wykresu; poszczegélne
'y

\ przeéinaia i ZbliZajq sie d . : P 8 R -
o inaja -ich. ¢ do asymptot dowolnie blisko, ale nie 3 105. Tozsamosci trygonometryczne

rygonometrycmych', ktérych biegie opa-
atamy za niezbedne. Tozsamoéci te
ktérych brzmienia sa

D - . N . . )
ziedzing fun_kcy tangens jest suma brzedzialéw

....,(-—90°; oy : : o )
909, (90%270),  (270°;540%)

'y see

Ponizej podajemy okoto 30 tqzsamoéci t

povgiqie pamigciowe, Wraz z dowodami, uw

c';git;lq 'sie na kilka grup. PoszczegOine tozsamosci majg nazwy,
_hﬂx‘mf' : S !

O .
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T A

niekiedy podobne, np. ,,si " . :
, 1IP. ,,S1nUS & M .. E R

gdy? wyratenia takie j:a > umy” i ,,suma sinuséw", ale znaczenia ich sg ré2ne, i . P dek. gd  p naleza do | éwi o S
. - rzypadek, gdy « 1 f nalezg do cwiartki. Wéwezas. a-f maledy <
M. 1 lub 1I ¢wiartki (rys. 105-1). W ukladzie OXY kredlimy kat o w poloieﬂil'l s'tﬁg&gr

sinus sumy suma sinusdw b

sin {(a+f) sin a+.sin P . towym,a kat § kreslimy tak, aby polprosta a bedaca koncowym ramieniem kata o b

s4 na ogol nieréwne np., dla @ = § = 90° pi BB byta jednoczesnie poczatkewym ramieniem kata §. Wowczas polprosta b bedaca I
N H = = o R . : - L . . . . P . f

a drugie - warlodé 2. > pierwsze z nich przybiera wartosé 0 koficowym ramieniem kata B, jest JCdﬂOCZ‘Céﬂl.C koncowymﬂ ramieniem k.alta a-+p : ¥
¥ i kat ten ma poloZenie standartowe. Przyjmujemy nastgpujqce ornaczenia: . ‘ }

. |

i

— na potprostej b obicramy punkt M rézny od O

— rzut punktu M na OX oznaczamy A

— rzut punktu M na pélprosta g oznaczamy D;

.- rzut punktu D na of OX ozaczamy G

; H

za wiadome wyrazié przez ni Sci i e / "
p. y +;) wartosci funkeji trygonometryeznych kata 2+3 M Zgodnie z definicja sinusa jest sin (a+ﬂ)min-%@, Poniewaz AM = AH- 1
sin{a+p), . cos(a+h), - oo —m o . . . L

@+f). t@+h "+ HM i wektory AH, HM sa skierowane zgodnie z Oy, wige miara AM = AH+HM

miaraAM _ AH+HM _ GD+HM _ GD | HM

Funkcje sumy katow

ngadnnenle. Uwazajac wartodei funkeji trygonometrycznych katéw o i

siny, sinf, cosa, cosf, 1 2
’ » , o, t : X ——e
g gh 3 — rzut punktu D na odeinek AM oznacz

e R = = = — — .

cymTwul;::::e Funkeje trygonomer ezne sumy dwdch kaidw wyratajq sie nastepujg- sin@+f) = —gy = " oM OM  OM  OM
S“’"_‘S sumy  sin{a+ f) = sinacos B+cosusin f | (105.1) 1 _Gb ob | HM: MD
| cosinus sumy  cos(a+f) = cosacos f—sinasin fi (105.2) ", . Top oM MD OM
i fangens sumy tg(a+f) = tguttgh . : Poniewaz —GO—% = sin «, —g% = cos B, xHMD = ¥GOD = ¢, skad %‘g = COS o 5
I—-tgatgh (105.3) : . OMD . Gp 0D, HM MD _ )
- i wreszele iy = sin B, wiee Gp Ga T MD OM sin o cos B--cos o sin B,

|

co dowodzi prawdziwosdci wzoru {105.1).
w doygggziﬂ‘vzom (105.2) korzystamy z te
Wektory OG, AG sg skierowane zgodnie z 0

P.EIWSZC dwa wzor s T Wdz'we dla wsze Wzo

£l | ¥ g pra 1 szelkich ai ,B. ZOr na tangens su'my '|est

.PlaWlewy d]a WSZyStkiCh a, ,B, l)pl(SCZ t Cl! dla ktorych tg o, t 5 lub t a+[)’
i ' yen, ) Y gg, ig g ( )

po, ¢ O0Ad = 6§+@= W—E.
ia DX, wiec miara 04 = 0G—AG

Dowdd WZOrow (1051 i (105.2). Rozwaiy llaStQpU 4ce plzypadkl + = o oM C
) ( ) my i cos (a ﬁ)

LP j :

praw;iis;foaézle‘:, gc_ly _!eden z katéw o, B jest zerowy lub prosty. Wowczas

. wzordw jest oczywista albo wynika ze wzord )
np. i = 0, to po lewej stronie wzor e ey ch Jodh

X u (105.1) mamy sin «, a j si

' N 10 po lewsj stroni . ( in o, a po prawej sin « cos 0
poz?:éa:m 0 9521 o i wzor jest prawdziwy. Jedli za§ § =90°, to wzér ten przybie:;
b dll:( {2+ 90°) ':-Ocos a, co jest zgodne ze wzorem redukeyjnym (102.6). Takze
ypadek a+f = 90° sprowadza sie do wzordw (102.4). o

oG 0D HD . MD

.

=0oD OM ~ MD OM

Dzigki zwiazkom wymienionym powyzej, otrzymane wyratenie rowna Sig
cos & cos f-—sin o sin f, co dowodzi prawdziwolci wzoru (105.2).

3. Przypadek,.gdy u\lub B nic naleza do I &wiartki. Przypadek taki
: sprowadza si¢ do poprzedniego za pomoca wzotéw redukcyinych. Nie bedziemy
i ‘j rozwataé tu wszystkich mozliwoéci. Dla przykladu weZmiemy przypadek, gdy «
L jest katem I, a § katem I cwiartki. Wowezas o = 90°+of, gdzie a' jest katem
1 éwiartki i o' = a—90°. -
Wychodzac od lewej strony wzoru (105.1), mamy
sin (ot+ f) = sin [(90°+a')+p] =sin [90° +(«’ +B)] = cos @ +5
wiartki, mamy

Stosujac wzdr {105.2), jut udowoedniony dla katéw I €
cos(a’ + f) = cos o’ cos B—sina’sin fi

mane wyraZenie w postaci

Wracajac do kata o, zdpiszemy otrzy
cos (x—90°) cos f—sin (x— 90°)sin f

Rys. 105-1
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Dzigki wzorom redukeyjnym cos (x—90%) = cos (90° — &} = sin @, sin (x—90°) =
= —sin(90°—2) = —cos @ mozemy otrzymanc wyrazenic zapisa¢ w postaci

sinacos f+cosasin f

ale to jest prawa strona wzoru (105.1}i w ten sposéb wzor ten zostat w tym przypadku
uddwodniony.

Dowdd wzoru (105.2) w tym przypadku — pozostawiamy Czytelnikowi.

Dowéd wzoru (105.3) Wzdr ten wynika ze wzoréw (105.1) i (105.2):

_ sinfa+f)
t1g(x+f) = cos@if) =

sinacos fl+cosasin §
coszcos f~-sinasing

W otrzymanym utamku dzielimy licznik i mianownik przez cos a cos f i otrzymu-
Jemy ’

sinxcos f§ ‘cosastn fi
_cosacosf cosacos ff tga+tgf
cosacosf sinasinﬂi: T;lgatg'ﬁ
cosxcos fi cosacos ff

co konczy dowdd.

Funkcje réznicy katéw, Zastepujac we wzorach (105.1) — (105.3) kqt p katem

—f i stosujac wzory redukcyjne cos (—f1) = cos 8, sin{—f) = —sin f, otrzymuje-
my
sin(a— fi) = sinacos f—cosasin (105.4)
cos (o~ ff) = cosa cos f+ sin a sin B (105.5)
tga—tgf
tgla—fy= —=— 67
8= T+tgatgf (105.6)

Funkcje kata pudwéjnégo. Podstawiajac we wzorach (105.1) — (105.3) f = «,"
otrzymujemy ' » ‘

sin2e = 2sinx«cosa (105.7)

cos 2 = cos?a—sinfa (105.8)
2:tgo

fg2a— 1 tgla (105.9)

Korzystajac z ,.jednosei trygonometrycznej”, mozna cos 2a wyrazi¢ w postaciach

cos2a=1—2sin*a’  cos2x=2cosia—1} (]05.10)(105.]])

X

Jefli we wzorach (105,7)-(105.11) kat « zastapimy katem 3 , o otrzymamy

wzory
. . a
sin =2s|n7 cosT (105.12)
cosa = cos? > _gin? . (105.13)
2 3

4
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‘ wyrazi¢ przez nie wartoéci  ¢o

¢ postawiliémy w nich &, gdyZ oba znaki s

tg 5 ‘
23 (105.14)

tgo = —
1—tg®-5

a
cosrx=1425in2—;— cosasZCOSZT“l (105.15) (105.16)

Funkcje polowy kata. Zagadnienie! Uwaiajac wartosci cos g, sin ¢ 28 wiadome,

o o i
sin 3 tg—z-. ' '
Swnodel (105.15) 1 (105.16) otrzymujemy '

1-—-cosa 18
sin _;, =+ ]/ = (105.17)(105.18)

4 mozliwe i wybraé nalezy nak + lub —

o
§ —2" s
Cosinus i sinus polowy kata. Z r

r;: 1+cosa
7 & T

COS— =

x
zaletnic od tego, w kidrej cwiartce lezy kat 5.

Tangens polowy kata otrzymujerﬁy, dzielac (105.18) przez (105.17)

o }—cos«
e Sty _EY 777 T-cose (105.19)
i 7= el + 1+cose i+cosa
cos 5 -

3 Tangens polowy kata mozna wyrazi¢ pfzez tangens kata, rozwigzujac réwname’

N

- (105.14) wzgledem tg—

] ~1+V1+1g%0a

— e
tga

g (105.20)
tg—z- =
Wady wzoréw (105.19) i (105.20) jest dwoisto$¢ znaku i postaé niewymierna (pier-
wiastek). Wolne od tych wad sa wzory

o sina

o 1—cosa x _ * 05.21) (105.22)
By =g %7 " iteesa ¢ a

Dowéd wzoru (105.21)
wzér (105.15)

! . o

- sin 2 Zsinisin_‘;_ hm'i  t-cosz
gl = = el = ™ o qosiz S8
- cos% 2cos—2-sin7 2sin 5 €085 wzor (105,

\ v
Dowéd wzoru (105.22) jest analogiczny, pozostawiamy

Wymierne wyraZenle funkejl trygonometrycznych dowolnego kata pr?ez tangens

polowy tego kgta. Przyjmujac oznaczenie

go Czytelnikowi.

(10523)

[

1 ' =18
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otrzymujemy nastepujace tozsamodci

Analogiczne wzory na sume'i réznicg tangensow i cotangensow wyprowadza sig

H 2t 2 4
sing = I Rt 2 i : , -
1442 COSO(—]—-—Z, tgo = I ‘' latwo, np.
+1t . 05.24) (105. ) )
, 1-¢ ( ) (105.25) (105'26)', _ sina sinf _ sinacosfi+cosasinf -
Dowéd wzoru (105.24) CAHBA= o Y eosB T cosweosf
sin(x+ )
L e 105.31
sing = sin 2 ;’ = 2sin-Lcos X = Zsin 7 €8 y cos 2 Cos ff ( )
e e
Powy?sze wzory pozwalaja sprowadzi¢ sumg i rofnicg funkcji trygonometrycz-
2 sin : cos % nych do postaci iloczynu, ktéry jest wygodny przy stosowaniu logarytmow, Tego
Tsin * e & — rodzaju przekszialcenia nazywamy sprowadzeniem do postaci logarytmowalnej.
- COS 17 =3
_ 2 3 cos? 215 & \
- = 2 2t
-3 = _
cosz.—2_+si"=%" CN’% Sl'n’—;- [4tg2 a T 1+e Pytania | zadania
2
+
cos? ; cos? 5 1. Napisaé z pamieci wzory na funkcje sumy, funkcje rélnicy i funkeje kqta

podwijnego. Udowodnic te wzory.

2. Majgc w pamieci wartosci Tunkeji trygonometrycznych katdw 30°, 45° i 60°
obliczy¢ bez pomocy tablic za pomoca wzoréw na funkeje sumy i funkcje
rénicy nast¢pujace wartodci:

a) sin75°; b) cos 75°; c¢) tg75°; d) cos 44° cos 14°--sin 44° sin 14°;

D .
Wzérov(v]tiod5 \szoru (105:275), analogiczny, pozostawiamy Crytelnikowi,
ol I. 61 c.)trzymuje.{ny, dzielge (105.24) przez (105.25),
¥ I rodnice funicji trygonometrycanych wyrazajq sie wzorami

suma sinuséw sina+sin § = 25ina‘+‘qcos =B
2 3 (105.27) tg 80°—tg 20° tg 100°+tg 50°
réinica sinuséw sina—sinf = 2cos;“ﬁ sin a—fi € 141tz 80° tg 20° ' 1—tg 100° tg 50°
2 2 (105.28) 3. Obliczyé cos 2¢, sin 2x i tg 2a, jedli sina = 0,1.
suma cosinuséw cosa+cosf = 2cos 2+ cos a=p : 4. Wyprowadzi¢ wzory na cosinus i sinus polowy kata.
2 2 (105.29) 5. Znajac warto$é cos 45°, obliczyé za pomoca wzordw na funkcje polowy
Féinica cosinuséw cosa—cosf = —2sin a+p sin-a—ﬁ kgta cosinus, sinus i tangens kata 22°30%

2 2 (105.30)

prowadzenic zmiennych pomocniczych. Do dwéch da-

6. Obliczyé cos o, sin ;il tg%-jesn wiadomo, ze

Niﬁ

Dowdd wrory (105.27). w
nych liczb %, f mo#na zaws

ze dobraé takie dwie I )
ic liczby x, y, se a) cos a =%, 0 < < 180% D) cosa.——%, 180° < & < 360°;
a=x+ =X=
Liczbami tymi i ;
- ) cog o = — 3 lof < 180°
L ath a—p : ' .
2 y= T3 7. Wyprowadzi¢ wzory wyr%{iajqce funkcje kata przez tangens polowy kata.
1

i KO . - , ) 3 . . . . ,?, —
; fzystajae ze wzoréw na funkcje sumy i réznicy kqtdw, mamy 8. Obliczyé sin &, cos a, tg . jedii g 2 2

mi 5j“°‘+5jnﬁ=5in(x+y)+sin(x—y)z

= sin xcosy+cosxsiny+sinxcosy—cosxsiny =

-9, Wyprowadzi¢ wzory na sumg i ré2nice funkeji trygonometrycznych.,
10. Stosujac wzory na sume i réznicg funkcji obliczyC:
a) sin 75°+-sin 15> b) sin 75°—sin 15°
¢} cos 75°cos 15°  d) cos 75F—cos 15°
11. Sprowadzié do postaci logarytmowalnej nastepujace wyratenia:
8) sin 320°—sin 240°;  b) 14-cos 80°; " ¢) 14-sin2a; d) sin afcos a;
e) sina--sin? f; ) cos? a—cos? §; g) sin 20°—cos 50°; h) sin? a—cos? fi.

|
I .
‘I“I | ] ) = 2sinxcosy = 2sini}£cos “;ﬂ

1 Podobnic udowadnia 8i¢ pozcstale wzory tej grupy.
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12. Udowodnié tozsamoéci:

_ _ sin{a—f) _ sin(B4a)
tpa—tgfl = ~cosacaif ctgatctgfh = pe e (105.32) (105.33)
cos{a
tgatciga = Snacoss tgatctgff = cos(o:sml,? (103.34) (105.35)

106. Tozsamodci trygonometryczne (ciag dalszy)

Toisamosci bezwarunkowe, Tozsamosciq bezwarunkowq nazywamy réwnoéé za-

wierajaca pewne zmienne i prawdziwa dla wszelkich wartosci tych zmiennych, dla-

ktorych wystgpujace w tej réwnofci wyrazenia majy sens.

Istnieje wiele tozsamodci trygonometrycznych, Wynikaja one z definicji i Zwiaz-
" kow podstawowych, niektére z nich sa oczywiste, np.
tguctga =tgfotgf

inne, np. wyraZenie sinusa i ¢osinusa potrdjnego kata przez sinus i cosinus pojedyn-
czego kata’

L]

tgactga =]

sin3x = 3sina—4sin®x  cos3a =4cos’x—3cosa (106.1)(106.2)

wymagaja diuiszego dowodu, Nie jest konieczne pamigtanie tych tozsamodci, ale .

trzeba umie¢ udowodnié je,

Aby udowodni¢' tozsamoéé, poddajemy przeksztalceniom jedna strong toZsa-
mofci, korzystajac ze wzordw ust, 100, 102 i 105, i staramy si¢ sprowadzié ja do
postaci, ktdrg ma druga strona. Mozna te2 kads z dwdch stron toZsamosci prze-
ksztalcad oddzielnie, aby obie doprowadzié do tej samej postaci.

Cazytelnik zechce udowodnié ponizsze to2samosci:

sin® y—cos*y = 2sin y—1. tgxsin2x = 2sinx

1 1 : z sin 5x 4 sin 3x°

1—sinx T+sinx _ cos?x co55x+cos 3x =tgdx
o
g (45" )+tg x = ‘é‘o% tg( s )—tg X
sinx 1—cosx N o
= 1. —_ =
14cosx sinx tg (45" +x)1g (45" —x) = 1

coset+sina = )/ 2sin (45°+ ) cosa—sina = J/2cos(45° +a)

cﬁtgu+tga P clgo—tga ctg2a
T+tge o ctga+1 o
= : L2 T =t -
—1ga 18 (45°+0) ctga—1 ctg(45°—a)

202

sin 741,
na 2
l+cosa+cos2a+ ... +cosnx = (:_05-2— e
' sin -
4 sinila
{2 . : . . na 2
' sina4sin2a4 . £sinna =sin —- - -
£ ) sin =5
- 2
x sin 2nx
E - cosa+cos3a+cos§at+.,.+cos(2n—1)a=m
- -
i R sin‘na
t 2 sina+sin3a +sinSa+...+sin (21— Do = —— (106.3)

; L W dowodzie ostatnich czterech tozsamoéci nalezy postuzyé sig indukeja.

- Dla przyktadu udowodnimy ostatnia tozsarmosé.

Dowéd indukeyjny., Sprawdzenie dla n = 1. Dla n = 1 toZsamo$¢ ta przybiera
postad

i jest-rzeczywidcie prawdziwa,

Krok indukeyjny (z # na n+1). W rownosci (106 3) zastqpulemy n przez n+1
otrzymujemy w ten sposéb rownosc

sinf(n+1) &
sina

+sin(2r—Da+sinZn+ e = UOGA);

sina+sin 3a + ...

Nalezy wykazaé, 2e dia dowolnego » natutalnego zachodzi implikacja
(106.3) = (106.4) (krok indukeyjny)

& Otéz po lewej stronie réwnosci (106.4) wystepuje #+1 skladnikow. SSLII:“II?& "
i poczatkowych skladnikéw mozna na podstawie {106.3} zasigpi¢ wyrazem ~§py-
Jesli to uczynimy, to lewa strona réwnoéci (106.4) przyjmie postac

: f sin?nx
sina

ST 4sin(2n+ 1) e

Po sprowadzeniu do wspdlhego mianownika i podstawieniu
sinna = sin[(n4+1)a—2] = sin(n4-1)axcosa—cos(n+ 1) asina
sin(2n+ D = sin [{2n+ 2) ¢ ~«] = sin(2n+2)wcosa—cos(2n+2)asina
B oraz po wykenaniu dzialah, przy czym do sin (2n+2)x i cos (2n+2)a natezy sto-
i B! sowad wzory (105.7) i {105.8) otrzymujemy ostatecznie
E sinf(n+1)a
sin o

czyli prawa strong réwnodci (106.4). Dowéd zakonczony.
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3 "‘- i ieni i i jaka interpretacja réownania try-
Tolsamosci trygonometryczne warunkowe sg to réwnodci prawdziwe dla katéw Sprecyzowanie zagadnienia. Mozliwa jest dwojaka interp ) y

. . 3 trycznego. Wedtug pierwszej rozwigzaniem réwnania trygonome{rycznego
speln 3 ‘ gonome ¥

pelniajacych pewien warunek, np : Jest kat skierowany (w potozeniu standardowym na danej plaszezyZnie), wedlug dru-

tgat+tgf+igy =tgatgftgy dla o+ f+y=180° B giej — miara kata skierowanego.

e

Poniewaz wyznaczenie kata jest podstawa do wyznaczcma wszystkich miar tego
kata, wprowadzamy nast¢pujace dwa terminy odnoszace sig do réwnan trygono-
" metrycznych:

rozwigzanie podstawowe — jest to zbidr wszystkich katéw skierowanych (w po-
lozeniu standardowym na danej plaszczyznic) spetniajacych dane réwnanie,

rozwigzanie ogdlne — jest to zbidr wszystkich miar wszystkich katéw skierowa-
nych spetniajacych dane réwnanie (wszystkie miary tych katdw podajemy przy tej
. samej jednostee). - .

sina+sinﬂ+siny=4cos;—cosg—cosf;— dla a4 f+y=180°

Warunek o-+f-+y = 180° jest spelniony przez kqt): dowolnego trdjkata, ale
jost ogdlniejszy, gdyz jest spelniony teZ przez kgty nie wystepujace w tréjkacie,
np. a = 120°, B =150° y=—590°. Podajemy dowdd pierwszej z tych dwdch
tozsamofel. Z podanego warunku wynika y = 180°—(a+4-§) zatem

tga+tgf+tgy =tga+tg f+1g{180°~(ua+f))

fgattgh _ £

= tgo+gf—tg(a+p) = 1ga+igf— 7 - L' Przyklad 1. Rozwigzaé réwnanie

: . I-tgatgh x .

- sinx =c¢ o {107.6)
t - - - 3 . . . .
= (gaﬂ-tgﬂ)(l l_t!f;;%gf (tga+1gf gdzie ¢ jest dang liczba o wartoéci bezwzglednej mniejszej od 1.

. Wyznaczenis katéw, Przecinajac kolo trygonometryczne odpowlequ prostg
= _ lBalgfligatigh) _ B (rys. 107-1), otrzymujemy dokladnie dwa katy ¥XOM, i ¥XOM, spelniajace
1~tgatgf W rownanie. Kazdy z tych dwéch katéw mozemy okreslié za pomocg ktdrejkelwick

= —tgatg ftg{a+f) = tgatg f1g[180° —(a+ )] = tpwtg ftgy

J07. Réwnania trygonometryczne " 3

)

Réwnaniem trygonometrycznym (takle: goniometrycznym) nazywamy réwnanie,
w ktérym niewiadome wystepuja wylacznie pod znakami funkcji trygonometrycz-
nych, Oto przyklady réwnad trygonometrycznych .

5sinx—3=0 {107.1) 1
k *
2cos?x—cosx—1=0 ] (107.2)
tgdx—4tgx =0 (107.3) §
‘ : Rys. 107-1
E'fsix—z sinx =0 ' (107.4) ’ ¥s

: : \ ®  z jego miar stopniowych, np. za pomocy miary gléwnej. Jesli jeden z tych katéw

sin 2x +sinx = 0 (101.5) - " ma miarg &, to drugi ma miarg 180°—o. N '

Réwnania, w ktérych niewiadoma x wystgpuje dwojako: pod znakiem funkcji & Rozwigzanie podstawowe .
trygonometrycznej i bez niej, np. : X, =0 = 180°—a

\

Wyznaczenie miar katéw. Wszystkle miary stopniowe danego kata otrzy-
mamy, je§li do jednej miary tego kata dodamy dowolng catkowita wielokrotno§t
360°, Rozwigzanie ogdlne

x; = o+k-360°  x;=180°—a+k-360°

. x+sinx—1=0

nie sa zaliczane do réwnan trygonometrycznych i nie bedziemy sig nimi zajmowad,

Omawiajac réwnania trygonometryczne, zajmiemy si¢ najpierw strong teore-

- tyczna (sprecyzowanie zagadnienia i wprowadzenie termmow), a potem stronq
praktyczng (technika rozwiazywania).

gdzie k jest dowolng liczba calkowitg.
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Uwaga, Dla l¢| > I réwnanie (107.6) nie ma rozwiazaf. Dla ¢ =1 jedynie — dla ¢ = —1 jedydym rozwigzaniem jest kat pdlpelny;

+4-360° jub x = 143° 4 &-360°, k — dowolna 1. calk.
Definicja 107.1. Kalde z ponizszych réwnai

Réwnanie cosx = ¢

kat o mierze -+-90°, a dla ¢ = —1 jedynie kat o mierze —90° spehia to réwnanie — dla |} < 1 istnieja dokladnie dwa katy skierowane, wzajemnie przeciwne,
(rys. 107-2). spelniajace dane réwnanie: jesli miarg jednego z nich oznaczymy w, to miara dru-
giego jest —a {rys. 107-4), ‘
Y y ”
____________ _ vl ¢ 1
M ™
e ' . ’ Ity
c={ )
| ) |
o[- X ] % ] y 1 ' 1
A . £=-1 ] x :
: -, oo T x
i ™) ek S :
w Rys. 107-2 : :
Run(lEL -
i | N 3 \ M,
! ||| Réwnanie (107.1) sprowadza sig do réwnania (107.6) i jest ¢ = 5 Z tablicy I i
: ]
' odczytujemy ( z doktadnoscia do 1°) & = 37°. Zatem rozwigzanie ogolne x = 37° + Rys. 107-4

: sinx=c - cosx=c¢ tgx=¢ cClgx=¢ Przypadek | Rozwigzanie podsta- Rdzwiaz.anie ogélne
b | “ wowe
I 1”1‘ : gdzie ¢ jest dowolna liczba dang, nazywamy réwnaniem, trygonometrycznym elemen- - -
s ‘|| ; : lel > 1 zbibr pusty zbibr pusty
_\_I tarnym. e=1 0 k-360°
| Roéwnanie (107.6) jest réwnaniem trygonometrycznym elementarnym. Poniej 6= —1 180° 180° + & 360°
rozwigzemy jeszcze dwa réwnania trygonometryczne elementarne. fel < 1 ¥x=oa lub x=—o o ok -k 360°
Przyklad 2. Rozwiagzaé réwnanie

Cosx =¢

017 &
Wyznaczenie .kqltéw. Kreslac koto trygonometryczne i odpowiedniy prosty |

(rys. 107-3) widzimy, Ze: '
— dla || > | réwnanie nie ma rozwigzania;

Przyklad numeryczny. Réwnanie cos x = % Rozwiazanie podstawowe x = 60°

lub x = —60°. Rozwigzanie ogblne x = +60°+ k- 360°.

Przyklad 3, Rozwigzaé¢ rownanie

— dia ¢ = } jedynym rozwigzanicm jest kat zerowy, (107.8)

tgx=¢c

a8 : ¥
ﬂ‘ 775317_' == .

\

|

|

|

T

\

I

I

AN AN PN
PAANVARNVAY

Wyznaczenie kgtéw. Wiemy, e tg x jest funkcjg rosnada w przedziale (—90°;

" 490°) od —oo do +o0. Zatem dla dowolnej wartodci ¢ istnieje w tym przedziale

dokladnie jeden kat spelniajacy (107.8). Oznaczmy jego miare o. Drugi kat spetnia-
jacy to réwnanie ma miare o+ }80° (rys. 107-5).

£>1

j Rozwiagzanie podstawowe: x = « lub x = a+180°

Rozwigzanie ogdlne: x = a+4k+360° lub x = «+180°+%-360° co mozna
krécej zapisaé w jednym. wzorze

x =a+k-180°

X \
| Rys. 107:3 :
I S - I | . _ ' 207
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Przyklad numeryczny, Réwnanie tg x = 2. Rozwigzanie podstawowe {odczytane
z tablic z dokfadnodcia do 1°) x = 64° lub x = 64°+180°.
Rozwigzanie ogélne x = 64°1k-180°, k — dow. L. calk.

Y

My

B% o

)

Rys. 1075

Technika rozwiazywania réwnan trygonometrycznych. Ponizej podamy kilka
wskazéwek praktycznych.. ‘ '

Zauwaimy, e W kazdym z réwnaf (107.1) — (107.3) Wstqpujc_tylko jedrfa
funkcja trygonometryczna i tylko jeden argument x te) funkcji. O taklm.réwnanlu
méwimy, e jest w nim jedno$é funkgji i jednosé argumemt{. Wprowad@jqc-m po-
* moca stosownego oznaczenia zmienng pomochicza, ottzymujemy rév&tpame o zmien-
nej pomocniczej, ktére juz nie jest trygonometryczne, lecz zwykle liczbowe, zazwy-
czaj algebraiczne. . . »

Przykiad 4. W ponizszych tabelkach pokazano jednoczesne rozwiazanie réwna

(107.1) - (107.3). .
. Rownanie
Réwnanie trygonometryczne Oznaczenie [} zmicr.mej'
. pomocnicze]
1073 ] 5sinx—=3 =0 sinx = § 55’;3 5?—0
107.2 | 2cos? x—cosx—1 =10 cosx =2z 2:, —z- 0—
1073 | g2 x~41gx = 0. tgx =1 ‘ P41 =

Po rozwiazaniu réwnania o zmiennej pomocniczej, otrzymujemy Jego pierwiastki

Pierwiastki réwnania
o zmiennej pomoenicze)

3
1071 =3 .
1
107.2 z=llubz=—?
107.3 f=01ubl=21ub.'$—2

208 .

Kaidy pierwiastek réwnania o zmiennej pomocniczej wstawiony do réwnoéci wpro-
wadzajacej t¢ zmienna, daje odpowiednie réwnanie trygonometryczne elementarne

Réwnanie trygonometryczne elementarne Rozwigzanie podstawowe

3

107.1 sinx = 37° L 43

1
107.2 cos x =1 lub gos x = — E 0° 120° —120°
107.3 { tgx =0 lub tgx =2 lub tgx =—2 | 0° 180° 64° 244° 116° 296°

Majac rozwiazanie podstawowe, latwo juz napisaé¢ rozwiazanie ogdine.

Moze sig zdarzyé, 2e réwnanie o zmiennej pomocniczej nie ma pierwiastkdw.
Motze si¢ zdarzy$ tet, ze pierwiastek réwnania pomocniczego daje réwnanie trygo-
nometryczne elementarne nie majace pierwiastkéw. .

Z kolei zajmiemy si¢ réwnaniem, w ktérym jest. jednoscé argumentu, ale nie ma
Jednosel funkeji. Jedno$é funkcji wprowadzamy, korzystajac ze zwiazkdw miedzy
funkejami trygonometrycznymi tego samego argumentu, co pokatemy Da nastg-
pujacym przykladzie. . '

Przyklad 5. Rozwiazaé rownanie

tgx

= e =2sinx =0
cos x

(107.4)

L, sin x . )
Podstawiajac tg x = Tosx Usuwamy z réwnania tangens

sinx .
—— - 2s5inx =0
cos? x’
Podstawiajac cos?x = 1—sin*x, usuwamy cosinus
sinx
1—sin?x

~2sinx =0

i osiggamy jednosé funkeji przy zachowaniu jednosci argumentu. Dalej postepujemy,
jak w poprzednich przykladach. Stosujemy podstawienie

sinx =s

i otrzymujemy réwnanie o zmiennej pomocniczej

s
— _—2s=0
152 s

Rozwigzujac to téwnanie, wyinaczamy jego pierwiastki

iub ub s= —

= —

%)

s=0

et

v hl{ Matematyka
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Podstawiajac te wartoéci na s do réwnania sin x = s, otrzymujemy réwnania ele-
mentarne

. 1 -1
sinx =0 lub sinx=— 3

%
Rozwiazujgc réwnania elementarne (rys. 107-6) otrzymujemy rozwiqzanie pod-

stawowe

lub sinx = ——
4

Al
N f/ ¥
» 7 / \
i ‘ ¥
\ d
\Jr,, S

Rys. 107-6

x=0° lub 180° lub 45° lub 135° lub —45° lub —135°

Rozwigzanie ogdlne otrzymamy, dodajac do katdej z tych liczb dowolng wielokrot.

noéé 360°. N
Wreszcie zajmiemy si¢ réwnaniem, w kiérym nie ma jednodci argumentu, Réw;

nanie zawicrajace funkcje trygonometryczne réznych artumentéw: x, 2x, 3x ...
wymaga na wstgpie stosowania takich wzorow, aby w réwnaniu pozostal w koricu
" jeden argument. MozZe 1o by¢ jeden z wystgpujacych argumentdéw, np. X, ale moze

to by¢ tez jaki§ inny, np. % . Po wprowadzeniu jednofci argumentu moZna przy-
stapi¢ do wprowadzania jednoéci funkeji.
Przyklad 6. Rozwigzaé réwnanie
sin2x +sinx =0 {107.5)
Podstawiajac sin 2x = 2 sin x cos x, otrzymujemy jednoé¢ argumentu
2sinxcosx+sinx =0

sinx(2cosx+1)=0 N
Sprowadzenie do jednosci funkeji okazuje sig tu zbedne, gdy2 réwnanie jest réwno-
wazne alternatywie dwéch réwnah elementarnych §

M\u-—

sinx=0 lub cosx=—

"

Rozwigzanie podstawowe |
x =0° lub x = 180° lub x =120° lub x = —120°
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Schematy logiczne rozwlgzywania réwnaf. Sprowadzanie réwnania trygone-
metrycznego do jednofci argumentu i jednosci funkgii jest na ogél potyteczne, ale
w niektérych réwnaniach nie korzysta sig z niego. Natomiast og6lnie obowiaz’ujqcc )
8§ schematy logiczne rozwiazywania réwnafi, a znamy dwa takie schematy:

— meteda réwnanf réwnowaznych,

— metoda analizy staroZytnych,

Metoda réwnan réwnowatnych polega na zbudowaniu ciagu réwnan, ktdry
zaczyna sig od réwnania danego, w ktérym kazde nastepne réwnanie jest réwno-
watne poprzedniemu, i ktory kodczy sig réwnaniem ewidentnym, tj. takim, ktdrego
pierwiastki mozna latwo odczytaé. Te metode stosowalismy w przyktadach 1-6.
W metodzie réwnan réwnowaznych sprawdzanie pierwiastkéw nie jest wymagane,
ale przy kazdorazowym przechodzeniu od jednego réwnania do nastepnego trzeba
upewnic si¢, Ze rdwnanie to jest rGwnowaine poprzedniemu. Jest to niekiedy ucigz-
liwe i wymaga czynienia po drodze réinych zastrzezen.

Metoda analizy starotytnych polega na zbudowaniu ciagu réwnan, ktdry zaczyna

si¢ od réownania danego, w ktérym kazde nastepne réwnanie wynika z poprzedniego,
4 ostatnie jest réwnaniem ewidentnym.
Ten schemat logiczny zapewnia, ¢ jefli réwnanie dane posiada jaki$ pierwiastek,
to moze nim byé tylko jeden z pierwiastkdw réwnania koricowego, ale bynajmnigj
nie zapewnia, 2¢ ka?dy pierwiastek rownania koncowego musi byé pierwiastkiem
réwnania danego. Dlatego katdy pierwiastek réwnania koficowego moZe byc uz-
nany za pierwiastek réwnania danego dopiero po sprawdzeniu.

W metodzie tej nie trzeba czynié po drodze Zadnych zastrzeter, ale sprawdza-

nie pierwiastkdéw jest obowiazujace.
Przyklad 7. Rozwiazaé réwnanie
' sinx+1=cosx (107.9)

Aby usunaé z réwnania cosinus, podnosimy do kwadratu obie strony

sin? x+2sinx+1 = cos? x

i korzystamy ¢ ,,jednosci trygonometrycznej”

sinfx+2sinx+1 = 1—sin’x

Wprowadzajac zmienna pomocnicza podstawieniem

sinx =§ (107,10)
olrzymujemy
s24 25+1 =1-52
2574+25=0
s{s+1) =0

s$=0lub s=~1
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Wstawiajac te wartoici do (107.10), otrzymujemy

sinx=0 lub sinx= —~1 (107.11)
Jest to rdwnanic koficowe; rdwnanie to ma rozwiazanic podstawows
x=0° lub x=180° lub x=270°

Sprawdzenie. Podstawiajac te wartoéci kolegjno do (107.9), widzimy, Ze
x=0° daje O0+1= 1, a wigc sprawdza
x = 180° daj¢ 041 = —1, a wigc nie sprawdza
x = 270° daje —141 = 0, a wigc sprawdza
Odpowied#: x = £-360° lub x = 270°+k-360° (k — dow. 1. catk))
Przyklad 8. Rozwigzaé réwnanie
sin 3x = l/zi (107.12)
Jest 10 réwnanie trygonometryczne elementarne wzgledem kata 3x. Kat ten mo-
2emy fatwo wyznaczyé

3x =60 lub 3x=120°

ale dla wyznaczenia x trzeba zastosowaé dzielenie kata (zob. str. 83). Jest to dzia-
fanie wieloznaczne, a wieloznacznoéé ta jest zwigzana z wieloznacznodcig miary
kata. Klopotéw zwigzanych z wieloznacznofciq dzielenia kata unikniemy, jeéli
przejdziemy od razu do miary wieloznacznej kata 3x (niech b bgdzie dowolna licz-
by catkowits)

Ix=60°+k-360° lub 3x = 120°+k-360°

Stad otrzymujemy rozwigzanie ogdlne réwnania (107.12)
x=20°4k-120° Jub x=40°+k-120° -

Przykind 9. Rozwigzaé réwnanie

tg3x =1 (107.13)
Postepujae jak w przykladzie 3, dostajemy
3x=45°+k-180° Kk - dow. L calk. f
Stad
x=15°+k. 60° Kk — dow. . calk. ;
Przykiad 10, Rozwiazaé réwnanie
' cosx+cosdx+cosSx =0 (107.14)

Stosujemy wzdr ne sumg cosinuséw katéw x i Sx
(oo x +cos8x)+eos 3x =

X+ 5x x—5x
(2,13

3 5 +cos3x =0

2cos
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2cos3x+cos(~2x)+cosdx =0 T _J:‘V"..
2cos3x-cos2x+eosdx =0 n .
cos3x(2cos2x+1) =0

Stad wnosimy, e musi by¢
cosdx=0 lub Z2cos2x+1=0
czyli

cos3x=0 lub cos2x = —0,5

Wyznaczamy rozwigzanie ogélne
3x = +90°+n-360° lub ’
gdzie n jest dowcolng liczba catkowita. Wynik ten mezna zapisa¢ w postaci i
I =90°+ K 180° lub 2% = +120°+k-360° |
gdzie k jest dowolng liczba catkowita, Stad dostajemy
x=30°+k-60° Iub x= +60°+k-180°
Prazyklad 11. Rozwigzaé réwnanie ‘

2x = +120°+r-360°

cosSx-+sinx =0 (107.15)

Aby mdc stosowaé wzory na sumg funkcji , nalety uprzednio jedng z funkcji
zastapi¢ kofunkcja,

cos Sx+cos(90°~x) =0
5x+(90°—x) cos 5x—(90°—-x) _

2 2
2cos(2x+45%cos(3x—45%) =0
cos(2x+45°) =0 lub ' cos(3x—457) =0

2x+45% = +£90°+n-360° lub 3x—45° = £90° +n-360°

0

2cos

gdzie n jest dowolng liczba calkowitg. Powyiszy wynik mozna tez zapisa¢ w postaci
2x4+45° = 90°+£-180° lub 3x—45° =90°+k-180°
gdzie k jest dowolng liczba catkowita. Stad dostajemy
2x=45°4k-180° lub  3x = 135°+k- 1807
Odp. x = 22°30'4-k-90° lub  x = 45°k-60° _
Réwnanie 4 sin x +b cos x = ¢. Jesli jedna ze statych g, b, ¢ jest zerem, réwnanie
rozwiazuje si¢ Jatwo. Zaldimy wigc, 2e Zadna z tych stalych nie jest zerem.

Metoda kgta poléwkowego

asinx+bcosx =c¢ (107.16)

2sin % cos 2 ¥ _ g XY o 2 X X
a Zsmzcos 5 +b(cos 5 ~sin 2) c(cos 2+sm 2)
%cos%—(h—c)cos’i=0

P B
{(&+¢) sin 5 2 gsin 7




Przypadek b-t-¢ =0 Przypadek b+4c =0

 Tyor . x |
Dzielac réwnanie przez coszimamy Wrylaczajac cos% przed nawias, mamy

X
(B+o)tg? 5 —2a lg%—(b—c) =0 | ocos X (la sin%+(b_c)cos.’i) =0

2 2

x _ at)yai+ b7 * x _c—b

tg— = = — =0 lub = -
g 5 e | (el 3 u tg > 7 (107.17)

Przykiad 12
) 4sinx+3cosx =2 (107.18)
Jest to réwnanie typu (107.16). Stosujac (107.17), dostajemy
x AT
g5 = ,42%2_1 = —0,1165 Iub +1,7165

x
5 = 173°21'+ k+180°  iub. ; = 59°46' + k -180°

x =346°42"+k.360° lub  119°32'+k-360°
. Metoda kata pomocniczege. Réwnanie a4 sin x + b cos x = ¢ rozwigzaé mozna

:a pomoca kata pomocniczego, co pokatemy, rozwiazujac powtérnie réwnanie
107.18). '

Przykiad 13, .
4sinx+3cosx =2

sin x - 3(: 2
7 cosx =17

. . 3 - )
Wprowadzamy kit pomocniczy ¢ taki, aby tge = e Taki kat na pewno istnieje

Pw liwn Ilg ¢wiartce. Wybieramy ten, ktéry jest w I éwiartce i odezytujemy z tablicy
q; = 36°52". Ta warto§¢ przyda si¢ nam pdZniej. Obecnie w réwnaniu zastgpujemy

7 przez tgg
sinx+tgpcosx = ;_

sing 1

sin x+ cosp CoS X = 5 (mnozymy ptzez cos ¢)
. \ t
sin x cosp-+cos xsing = %cosgp
si -t ;
in(x+g) = 5 cosg (107.20)

Wiemy, e tg ¢ = 3/4, wigc mozemy wyznaczyé cosg -
1

—_— 1 -
T

cosg = .;

~a) 8sinx+3cosx = 6

Podstawiajac do (107.20), otrzymujemy
. 1 4 2
sin{x+¢) = FE=E T 0,4000

Rozwigzanie podstawowe
x+p=23°35 lub x+p=180°-23°35 = 15625
Xy = 23°35' — = 23°35' - 36°52" = —13°17"  czyli  346°43;
x, = 156°25' — g = 156°25' —36°52' = 119°33°
Uwaga. Réznica o 1’ migdzy wynikami réznych metod przy stosowaniu tablic
jest dopuszczalna.

Zadania

Zadanie 1. Znale#¢ katy x z zakresu 0 <Cx <C 360° spetniajace réwnania:
a) tgx = —0,3793 ¢) sinx = —0,3567
b) ctgx = 1,6932 d) cosx = 0,6345 (odp. str. 221)

Zadanie 2. Rozwiazaé réwnania:

’ = 1
a) 2sin* x—cosx—1 =10 c} ;/3ctgx+1 = -

sin? x

b) 3+3cosx=2sin’x -d) 3cosx = ¥/ 3sinx

Zadanie 3. Rozwigzaé rownania:
a) tg*x—4 tg?x+-3 =0 (Wskazdwka: podstawi¢ tg’x = u)
b) Ssin2x =3 <) cosdxfcos2x=2cosx d)sinx+sin 3y = 0

:é) cosx+cosS5x =0 f) sin% = % g)ctg ; =-1
1 . .

i : sin3x

h) tg2x =3tgx T oos i =0

Gsinx+5cosx _ , -(Wskazéwka: podzielic licznik i mianownik lewej strony
4sinx+cosx " przez cos x i rozwigzaé réwnanie wzgledem tg x)

i)
Zadﬁnie 4. Rozwigzaé réwnania:

b) 3sinx—2cosx = ?lf

d "—2tgx

¢} 3sinx+2 cig 5

i
Zadanie.5. Rozwiazaé téwnania (odpowiedzi. podajemy obok):

k-30° k — dowolna 1. calkowita

1..sin 6x =0
ZocosSx =10 = . 18°4-k -36°
3. 1gl0x =10 _ k-18°
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10.

tg(;+50°)=0

22°30'4-k-45°

260°+£ - 360°

M3 -k -180°, 45°+k-180°

4 ctgdx =0 37. 2ctg x~ctg 2x = 2 -
5. cos (¥4-10°) = 0 80°+ k- 180° 38. Y/3sin'x-tg x—sin x—)/3tgx = —1 45°4k-180°,

.5 39, tg2x=9tgx +41°22'+k-180°, k-180°
6, sin —x =0 .72° ,

2 ¥ k72 40, 4 sin?x}sin?2x — 3 45°.4-k -90°
7. cos éi =0 270° + k - 540°

EN Odpowiedzi do rozdzialu XV
8 t 5 =0 k- 120° 98
9, ctg% -0 180°+k - 360° 4. Dla katéw skierowanych nie ..ma relacji ,,jeist wiekszy”. Kat pelny. )

8. Wektor wypadkowy: a) ma kierunck ten sam, co oba skladowe; dlugosé réwng

sumie diugodci skladowych; b) ma kierunck skladowego o wickszej dlugosci
i diugofé réwng réznicy dlugodei skladowych; w przypadku wektoréw prze-
ciwnych (o réwnych modutach) jest wektorem zerowym; ¢) wyznacza sig we- .

1L sin x = 1 y/3 60°-+K -360°, 120°-+k-360° :
dlug prawa réwnolegloboku .
12, sinx = —0,5 ‘ 210%+k+360°, 330°+k&+360° 7.. " ’
13; sinx = —1 270°4-k - 360°
4o tgx=1 45°-4-k - 180°
15, tgx = —1 135°-L%-180°
16. ctg x = 1 45°4k-180°
17 ctgx = '3 30°4-k - 180°
18, tgx = —0,1165 173°21"+-k - 180°
19, tg x = 1,7165 59°46'+k - 180° AN
B N
20, cos 3x = 0,5 +4-20°+4+-k-120° Rys. 1077
21, cos 5x41 =0 36°-4 k+72° ™
22, tg2x+1=10 67°30"-+%-90° o1
. 1 - LIV,ILLIIL 10.2) y=0; b) x =0;¢) y > 0; d) x > 0; ) x tego samego zna-
23. sin 6x __-_71/3 [0°4-£-60°, 20°+k-60° ku,coy,czylixy > 0;f)x = y > 0;g) —x == y > 0. 11. a) IV éwiartka; b) ujem-
U, cosIx = — - V2 +45°+k-120° 8 polos O ‘ ' |
2 12. B(—3,—2); C(3,—2); D(=3,2.
25, sin 4x (sin 6x—sin 2x) = 0. k2230’ 13. 04 =5 0B=10, OC= /13, OD =4, OE =15, OF = 5.
26. sin 3x—~cos 2x — 0 18°4-%-72°, 90°4-k -360° 14, a) Jednoznacznie, przy dowolnych wartodciach x i y.

b) Niejednoznacznie (nieskoriczenie wigle mozliwosci),

27, sin x+sin 3x = sin 2x +-sin 4x k+360°, 90°-k.180°, 36°+-k.72°
28, sin 4x+sin 2x = cos x 90°-k-180°, 10°+k-120°, 50°+ ¢) Jesli | x| < r, dwie mozliwoici; jesli |x] = r, jedna mozliwodé; jesli |x| >,
+k&-120° ~ niemozliwe,
29, sin x4-cosx = 1 k-360°, 90°-1-k-360° d) Jednoznacznie, przy dowolnych wartoéciach r i ¢. 4
30, 4 sin x cos®x = sin 2x—cos 2x 45°4-%-90° ¢) Jednoznacznie, o ile dane nie sg sprzeczne miedzy soba.
31. 2 /3 sin’x = cos x +30°4 k- 360°,
32, sin*x = sin x - k-180°, 90°+k-360°
33, V6 sin’x—sin x—2 ]/E =0 nie ma rozwiazan : 100
6 cos?x-|-sin x—5=0 30°4-k - 360°, 150°+k-360°, 84

3.

oy 13 L _ _
3.Ia)sma-j;—8-§,tga_:t-s—‘i,ctga—:tﬁ,

199°28'k - 360°, 340°32'4-k-360°

- ' 2
35, sin x+co t —_— °1 k.[80°
—+cos x--tg x{-ctg x SnZx 135°4-k-180 .

36. ctg x-cos x—ctg x=-CQs x+1=0 45°4-k180°,

N I S £
b) cosa = + 3 tga—+]/§, clg = F 5
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Miarwiazad nieréwnosci:

*460. lgé Vx+l < 1+lg% Y4=x?

YT

*461. lg( —fl)gl

il WW 462. Wykazaé, fe
1 1

153 1.3

B N‘(‘H‘!‘hf”‘l‘ >2

*463. Wykazaé, ze

‘nllfiii\‘ii'u"

. g, b-+Hgya| = 2
!W“'““‘f“ gdzie a,b >0 oraz a, b # 1.
‘ *464, Wykazaé, 2e jeteli a > 1; m,n >0 to

lg.m+lg.n m-+n
> = 1g, 3

§ 6. Funkcje trygonometryczme

Sprawdzié tozsamofci:

cosa—cos3ux
465, -

sin3a—sina
466. sinTo - tgd,50-+cosTa = 1

= tglu

467, sinS¢tcosfa = 1— % sin? 2«

468. cos2acosa—sindasine = cos3xcos2x

1 ¥ 1 2cos(a—f) _ sin*(@—f)
T osinfa ' osin?fB sinasinf  sin‘esin?f

469

42

450. 1g2(x—1)—21g(x—1) > 0.  *45L lg x > Ig, x.
: 3 3

1g(35—x3)
. = *453, ———— ~
452, lg,(x+14)+1ga(x+2) = 6 453 Te(5=%)
*454, 1g. 2 1g,,2 > 1gi. 2 #4585, \'saX < g
456, Box > 1, gdzie a > 1 457, |3—lg, x| < 1
lll(x1—5x+7)
458, 3 * <1 459, g, ax? < 1

i Sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wyraZenia:

470, sina--sin2a-+sin3a 471. 1—sina-tcosa
472, sin87°—sin 59°—sin93°+sin61°

Upro$cié¢ wyratenia:
473. y/sin?a(l +-ctga)+cos® a(l+tga)
474, sina— ) ctg? a—cos?q, jezeli m < o < 2m

Obliczyé:

476. cos (2 arcsin i)

475, arctg (tg —g—w) 3

478, tg (L arcsin i)

15
477. arccos (sm -7—1:) 5 3

<

479. 4 arctg%—arctgz—;g
*480. Obliczy¢ bez pomocy tablic

1—4 sin 10° sin 70°
25in10°

‘ Udowodnié réwnosei:

*481. c0s20°c0s40°cos80° = %

1
**482. arctg 5 -l-arctg % +arctg T;— +arctg -Eli_ == -;E

*483. sin 47°+sin 61°—sin 11°—sin 25° = cos 7°
*484. Wykazad, e jeZeli «, A, v sa katami ostrymi i

1 1 1
tge =, t8f =, tgy =, to atfty =45

8
d485. Wykaza¢, 2e jezeli a-tf+y =, to

sinot+sin,8~siny_t L2 ¥
snatsmftsmy ©2 °2

486. Wykazaé, Ze jeteli a+t-f--p =1, to

. . g™ 2. B ¥
sinfi+siny—cosa = 4 sin (T—w 2)sm 5 sin -

43



- *487. Wykazaé, ze jeleli ctga = |/m—-—n
<< -;, to

m
h

*488. ‘Dla jakich wartofci o zachodzi réwnodé

— 2= —) 202 Fctg?a)

/ 1

Sinw ] l+cosa ' 1—cosa

*489. Wykazad, ze jezeli cos{a--f) = 0, to
sin{a+4-2f) = sina

*490. Wyzaczyé cosx z réwnania
sinx-Fotgx = —.a—, gdzie a > 0
sinx

Podaé warunek istnienia rozwiazania.
491. Znale?¢ zwiazek miedzy m i n, jezeli

m = sinx-+cosx n=sin®*x+4-cosx

Wyznaczy¢ - dziedziny funkcji:

Iog(16—x2)
[/smx

494. y = ;/lg,,smx

X2

1—-3x

492, y =

495, y = lg()/3—tgx)

496. y = arcsin

*497. y = lg o atgx
Sporzadzi¢ wykresy funkcji:

498. y = —cos2x 499. y = sin (xu— %) +1

500. y = 2sm (———2x) 501, y = |sinx|

__ |sinx] ™ b _ |cosx]
502'yq—cosx’ T <x<g 50.x= cosx
*504. y = [sinx|+|cosx] 505, y = cosT.

506. y = sinx+[sinx| "507 » = 2 sinx|cos x|

Ty edziem>n>01 0 <o

*493, y = |/ arccosig(l —x)

1
*508. p == urcsin(2x++1) *509. y - arcotg v

511. y = sin(arcsinx)
x—1

510. y = |arctgx|
2x
2 2

513. Rozwigzaé graficznie nieréwnosé
sin(x+y) >0

*#512, y = 2l ;IE— arctg (tg 2L rc)

514. Rozwigzaé graficznie uklad nieréwnosci
y—cosx >0
y—sinx < ¢

'
0 <x-< 5
515. Wyznaczyé maksimum funkcji
¥ - sinx-cosx
*516. Znale7¢ najmniejsza warto$é wyrazenia
(tgx+ctgx)?

*+517. ZnaleZ¢ najwicksza i najmniejsza warto§é wyrazenia

asinx--bcosx, gdzie a i b liczby dane

Rozwiazaé réwnania:

518, sinx-+cosx = | 519. cos3x = cosx
520. 3sinx = 2cos?x 521. tg (-; ——x) —tgx =0
522, sin*x-tcostx = % 523. cosx—cos3x = sinx—sin 3x
; 1—sinx :
524, - =t *525, . = tg3:
ctgx—cosx Zens 525, tgxt-tg2x g3x
526, sin?x-+sin?2x = sin?3x 527. ctg8xctglOx = —1
**528. sinx-icosx = igx—fctgxy 529, sindx-tcosix = |
- cos2x
—y) = * X o= oo
- 530, tgxftp(a—x) = 2tge 531. sinx+cosx 1= sinoe
*¥532, 2teertxal 16 b3 90 0 < x < R
4
#533, 207 x o |4 oot x 5. g, 5 = 2
. sin? x—~ Esinx+£
**535, (cosx) 2 P=1 *536. 1g,5 ., , (14c08x) =2
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**837, Dla jakich warto$ci parametru g réwnanie
sin*x-tcos*x =g

*557. Dla jakich wartoéci liczby @ uklad réwnan
. . 1
sinxsiny = —-

4
COSXCOSy = @a

ma rozwigzanie?
*538. Dla jakich o z przedzialu 0 < o < © réwnanie

2x2—2(2cosa—1)x+2cos?a—5cosa+2 = 0
ma rézwiazanie?
*539, Dla jakich wartodci parametru ¢ pierwiastki réwnania

ma rezwigzanie?

: 1
.x’+Tx+t’ =0
sy . . k)
‘moZna przedstawié w postaci x; = sina, x5.= cosa, 0° < u < —2~?
Rozwiazaé r6wnania:

**540. arctgx--arcctgx = 127'— 541. arcsinx--arcsin2x =

ox]:! 0} 3

542, sin(Sarctg3x) =1 *843. arctgd*—arctg3—>* =

*544.' arcsin(l—x)—2arcsinx = 725_
545. arcctgx = arctgx

Rozwiazaé ‘nieréwnosci:
546. cosxi-tgx < l14sinx, 0 <x < 2m,

547. tg2x—ctg2x > 2 548. 2sin?3x+sin?6x < 2

=

549, cos?x < *21— . 550. sinx > cosx
. V3
551, [sinx| > 5 *552. 1g,, . (tgx-+6) > 2

*553. arcsinlgx >0
*¥554, 41g,sco82x+2]g,sinx4-1g;cosx+3 < 0. Wyznaczyé rozwigzanie
w przedziale 0 < x < %
Rozwiazaé uklady réwnan:

I-tgx | ¢os x-}-cos vz
555, { Tttgx ‘87 556. Y=z
x—p=30° x+y=120°
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