~

47.

3*. 2. 6.1 18; mogy one lworzyp’ ciag (2, 6, 18) tub ciag»(lS, 6,2). 4* x =280,
y=200. 5% a =3 g=})2luba, =3, ¢=—)y2 luba, =1, g=2 lub
a, =1, g = —2. 6% 3, 6, 12; moga one tworzyc ciag (3, 6, 12) lub ciag (12, 6, 3).

110 7 14 28
%%, S, = 9-[79-(10"-1)—11]' 8% (1,2, 4,8,16) lub (3-, -5 T

30 3 9*. (2, 4, 8, 12) lub (12,5, 7,5; 4,5; 1,5). 10* Ciag arytme-
tyezny: (3,9, 15, ...); ciag geometryczny: (3,9,27,...). 11*. 5cm, 10cm,

13*.1,2,4,6,8 lub%%, 8 6,4, 2.

—56 112)
20cm. 12*. m=0lubm=3.
48.
RCYAV Aa,>M YAV A g, < M.
M & n>8 M 8 n>s

13. a) granica 1, b) rozbiezny do oo, c) granica 0.

11*.2) 2, b)0, ¢ ; d)--'3-.

49,
5.0 2, b) o, 924V O25VE 5, o (3D, |
6*. a);a’. b)4 (2-+)/2)a, c)n(2+f§3a. 7".x=—-§—. 8. a)6—70. b) »%,

i 3431, p . 9

— —_ — . ‘2) a. . ) — R,
c) 5 d) T e) 306 9%, 4 (2+)2)a. 10 ?) 3nR, b) g
1. 0 <x <1 lub 2 < x < 3. 12‘.x‘=—2 X =1

\
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Rozdzial VIII

- FUNKCJA POTEGOWA,
WYKLADNICZA I LOGARYTMICZNA

¥

50. Potega o wykladniku rzeczywistym ‘
Znamy juZz pojecie potggi o w&kladnik‘u naturalnym lub zerowym. Wiemy, Ze
podstawowe prawa dziatari na potegach wyrazaja nastgpujace wzory ’

m__n m+n
a:'a=a

a.a"=q"", dlam>=nia#0

(a-b)"=a"-b" (50:1)
ay _a' dla b#0 ‘
(b) Sy’
oraz
- (@) = a*™
Obecnie uogdlnimy pojecie potegi. v ' v %

Potega ¢ wykladniku calkowitym ujemnym. Niech n € N oraz a # 0. Okreslamy:




l‘ 1
y kll M‘cym odw10tn0§c liCZby nat‘"alne Nlcch ne Iu oraz
Potegl oW khdni |

a > 0. Okreslamy: A ) o
wure . 1
n
ierwi 0 potega a
dni wy2szg definicja i definicja pierwiastka arytmetycznego p
ni¢ z po 4 chinic crviastia
jzcgs? liczba nieujemna, ktdéra speilnia réwnanie x
1 o, a _:1‘ , % =3
2P =2, 3*=V3, Y2i=21°=(3)°=
dndsika © i i neN. Okre$lamy:
Potega o wykiadniku wymiernym. Niech meN i neN. O

m 1

a o (a"), aa az0 e

Przyklady

m dy\—m
a "= (a") , dla a>0
dt [

P p d]llkaCh ZaChO uja SIQ
Dlﬂ thg o) dOdat]llCh ()dStaW aCh 1 wymier nyCh wykla w
p( wa d {aﬁ yralone zorami (50.1). arunek m 2 n podany p g yC

a zZia w w. War 4] (lr[l 1mm zt h

wzoréw nalezy przy tym pominaé:

Przyklady , 1 ]
1\2 -7 R S
21; = (27?) = (V27)" =31=9, -100 7 = V100 10
- 1 2 1 1 2 RS ; :+2
0; 0, 2°-4°-82=2°-(2)%-(2)% =2 =
=1, . . . .
A LI L/7 ) \
11 11 o 1
3.92 _ 3372 _ 4 6 _
3°:3° =3 3/3
Przyklad**

}3°3 2092.9-2230.90 = 1.1 =1

Przykiad**. Obliczyé'wartoléc' wyrazenia N

[(a; +b';“) (a%+5bi>-—(a; +2b}) (a"f—zbi)] (2a+3y ab)

dla a =54, b =6

i
!
3
|

TN L 4y L oy
(a’ +b’)(a’+5b’)—(a2 +2b’)(a’ —2b’)=
| _=a+6a7b7+5b—(a—4b) =6)/ab+95
Upraszczamy nast¢pnie obliczane wyrazenie
6;/ab+g 3 3;/1;(2;/E+3;/f) _ 3]/3
28+3Yab Y42 Va+3y) a
wreszcie podstawiamy g = 54, b=,
Odp. 1. ) '
Przykiad*+, Uproscié WyraZenie

1 1
1 1 2 7 RN
Z=R=x)T —xgr ) T gy R b re_ T
(R*—x2) [ 1+ ( LR‘:}_’_) B ]
X
Rozwiazanije, Oznaczajac 4 = l/R’-xz mamy
xZ
U+ —
. x? u u?—x2? u? 4 x2
Z=u—T+R2 ) ST R u(x*+y?) =
: u2(1+ F) u
2__ .2 2 242 .2 2 2_ .2
u?—x R Rxx+R=2(R x)=2u

° - > - :

Odp. 2)/R* 3. ,
Potega o wykladniky niewymiernym. Potege o' mozna okresli¢ w przypadku gdy
a>0irjest liczba niewymierng, Idea Przewodnig tej definicji jest mysl, zeby wykiad-
nik m'ewymierny 2astapié jego Wymiernym Przyblizeniem, Oméwimy to okreslenie
na przykladzie potegi 5'/2.
Bierzemy pod uwage dwa ciagi przyblizes dziesigtnych liczby Vf, jeden
z niedomiarem: '
o (1,4, 1,41, 1,414, 1,4142,...)
drugj z nadmiarem :
’ s, 1,42, 1,415, 1,4143, .. )

Pierwszemuy 2 tych ciqgc')\i odpowiada ciag poteg s
R (51,4’ _ 51.41" 51,414, 51.4142,“.)' (50_5)
natomiast drugiemy — ciag poteg .
(51.5, .51.42’ 51.415’ 51.4143’ ) (506)

' | | |
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ma kres gérny, ktory jest jednocze$nie kresem dolnym zbioru wyrazéw ciagu
(50.6). Wspolng warto$¢ obu tych kreséw przyjmujemy z definicji za potege 5v2.

Analogicznie okresla si¢ potege przy kazdej dodatniej podstawie i kazdym nie-
wymiernym wykladniku.

Potega a* jest wigc okreslona dla kazdego a > 0 i dla kazdego x € R. Ponadto .

okazuje si¢ celowe przyjecie umowy, Ze
0*=0, dla kazdego x>0 (50.7)

Mozna udowodni¢, ze jezeli a>01i b >0, to ‘wzory (50.1) sa prawdziwe
dla wszelkich rzeczywistych wyki®dnikéw m i n.

Przyklady
=527V 52 L 52205
=32:32/2 =30 |

52-V2 ~25% V2
V8. 9¥2

Twierdzenie (o poréwn&waniu poteg). Jezeli y < x, to
@>a", dla O<a<l (50.8)

‘

oraz
a<ag*, dla a>1 . ) (509)

Dbwéd pomijamy. Zwracamy uwagg, 2e¢ dla @ = | mamy 1* = l’ = 1 dla kaz-
dego x i dla kazdego y.

Whiosek, Podstawiajac y = 0 do nieréwnosci (50.8) dostajemy

a*<1l, dla O<a<l 1 x>0

Ten rezultat mozna rozszerzy¢ na przypadek, gdy a =0 i x > 0, ‘gd‘yz Z uwagi
na (50.7) mamy 0* < 1. Stad

a*<l1l, dla 0<a<l i x>0 (50.10)
0 do nieréwnosci (50.9), dostajemy

a>1, dla a>1 1 x>0

Podstawiajac y =

Pytania i zadania

1. Podaé okreslenie potegi a) a=, gdy neN, a # 0,
13

m
b) a", neN, a>0, ¢ a", meN,neN,a>0,

d)a ", meN, neN, a>0.
2. Podac sposéb okreslenia potegi o wykladniku niewymiernym.
3. Obliczy¢:

3
67-(—‘3)0'75~2'°'75 Loy T
a) —3 b)(23+.43)‘—6(1+23+43),
31/2

12)3 1 1)
Q). (53_33) , d) (4’+27’)
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4. Uproécié wyraZenia:

1 1
a) (x7+y7) Wx=Vy, =0, y>0),

b) (x%+1) (x%+l)‘(x%+1) (x%—i), (x>0),

) —5—=— (x>0, y>0),

&) YVEF=2 18 @ +x7)+16
5*, Obliczyé warto§¢ wyraZenia

(x> 0).

2 2
dla x=a l/m tn
2mn

a>0; a>m>0

1
(x2+a?) 24 (x2—a?)

N W=

(x*+a?) 2—(x2—a?)

f

6**, leiczyé warto$é wyrazenia

m,— n,— mn__ . — 2mnm
(}/x_+]/x)2—4a2 Yxmn dla x=(a+ Ya*=1)m=n
a>1; m+#n meN, neN.

L,

51. Funkcja potggowa

Definicja. Funkcje .
y=x" (51.1y
gdzie r oznacza liczbe rzeczywista, nazywamy Junkcjq -potegowq o wyktadniku r.
Na przyklad .

3 L
2 3

y=x% y= y=x3, czyli y=x"2 czyhy——l—

3 ,—
y=Vx,
sa to funkcje potegowe. '

Dziedzina funkeji (51.1) zalezy od wykladnika potegi r.
JeZeh r e C, to dziedzing funkcji potegowej jest zbiér R, gdy r > 0, za$§ zbidér
— {0}, gdy r < 0. Jezelire R—C, to ta dzmdzmq jest zbiér Ry © {0} dla r >0,

'zas Ridlar<o.

Jezeli r > 0, to funkc;a (51.1) jest rosnaca w przedziale < 0; + 00). Istotnie,

jezelt 0 < %, < x5, t0 0 < XL < 1, wige na podstawie wniosku z twierdzenia o po-

X;.

réwnywaniu poteg (str. 232) mamy

< 1, czyli x < x5,

W przypadku wykladmkow naturalnych funkcja potegowa jest parzysta, gdy r
jest liczbg parzysta, za$ nieparzysta, gdy r jest liczba nieparzysta.
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Na rys. 51-1 i rys. 51-2 przedstawione sa wykresy kilku funkcji potegowych

o wykladnikach dgdatnich.
1

\ K .
Uwaga. Wykres funkcji y = x", n €N, sporzadzamy zazwyczaj w ten sposéb,
Ze na wstgpie szkicujemy latwiejszy do wykonania wykres y = x" dla x> 0, a nas-

\,/
Yy 3
x?
1 7 X
/ 1
/ X7
! i P
—~1 i - 7
/// /// // y=x"
7/
. / _ [/ s l‘=3’-:%)7’"'21’
| < 1 ]
| g 1 2 X
Rys. 51-1 Rys. 51-2

tepnie znajdujemy linig symetryczna do tego wykresu wzgledem prostej y = x.Li-
1

nia ta jest szukanym wykresem funkcji y = xm, gdyz symetryczne odbicie wzgledem

prostej y = x odpowiada zastapieniu x przez y i y przez x, prowadzi wigc od wa-
1

runkéw y = x" i x > 0, do warunkéw x = y" i y > 0, czyli do wzoru y = x",
Jezeli r=0, to funkcja (51.1) ma stala warto$¢ 1 w swej dziedzi-
nie R (w punkcie 0 nadajemy jej warto§¢ 1 — patrz str. 157).
Jezeli r < 0, to funkcja (51.1) jest malejaca w przedziale (0; + o). Istotnie,

jezeli0 < x; < x,,t00 < % < 1, wigc na podstawie wniosku z twierdzenia o po-
2

réwnywaniu poteg mamy (~i—‘—)—'< 1, ezyli 7 > x}.
2
W przypadku gdy r jest liczbg catkowita i ujemna, funkcja potegowa jest pa-
rzysta, gdy (—r) jest liczbg parzysta, za§ nieparzysta, gdy (—r) jest liczba nie-

parzysta.
Na rys. 51-3 podane sg wykresy funkcji potggowych o wykladnikach ujemnych,
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Pytania i zadania

1. Co to jest funkcjagpotcgowa?

2. Poda¢, jaka jest dziedzina funkcji x™ w zaleznosci od r.

3. Udowodnié, Ze jezeli r jest liczbg parzysta, to
a) fuukcja x" jest malejaca w przedziale (—o00;0 ),
b) funkcja ‘x]T jest rosnaca w przedziale (—oo; 0).
4. Udowodni¢, ze jezeli r jest liczba nieparzysta, to
a) funkcja x" jest rosngca w przedziale (—o6: 0 ;,
b) funkcja —% jest malejaca w przedziale (— oo} 0).

52. Funkcja wykladnicza

Definicja. Funkeje
y=a, a>0
nazywamy funkcjq wykladniczq.
Dziedzing funkcji (52.1) jest przedzial (—oo; co):
Oto przyklady funkeji wykladniczych:

Z twierdzenia o poréwnywaniu poteg (str. 232) wynika, ze:

funkcja a* jest rosngca, gdy a >

a>1ix;<x,=a*"<a"
oraz

1:

funkcja a* jest malejaca, gdy O<a<l:

0<a<11x,<*c2=>a >a

Dla a = 1 funkcja (52.1) jest stala i ma wartod¢ 1.

Przyldad Wykresli¢ funkcje y = 2*.

S2.1)

Rozwigzanie. Ukladamy tabelke zmiennotci funkcji i na jej podstawre spo-

rzadzamy wykres.

Odp. Rys. 52-1.

1

Tabl. 52-1
BRI F&";"T”i‘z“
| S S S
| T !
R RHBDEE
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Rys. 52-1

Przyklad, Wykreslic funkcje y = (_%)’;

Rozwiazanie. Ukladamy tabelke zmiennosci funkcji, a nastepnie sporzagdzamy
wykres. .

Odp. Rys. 52-2. i
Tabl., 522
x -2 =1 o | 1 2 3
y 4 | 2 [ 1 % %_ ' %

Wykres funkcji wykladniczej nazywamy krzywq wykladniczq.
P?damy teraz przyklady tzw. nieréwnosci wykladniczych; s to takie nieréwnoéci,
w ktérych niewiadoma znajduje si¢ w wykladniku potegi. '
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Przyklad. Rozwiazaé nieréwno$¢
1 X
— 4
(5) >

x
(—%—) >4e2°3% > 22 ~3x>2eax< -~ 5

Rozwiazanie

2
Odp. x < —-%-.
p- x 3

Przyklad*. Rozwigza¢ nierdwnosc
"

ax’-5x+4 » _1_.

pe) dla 0O<ax<l

Rozwigzanie. Poniewaz 0 < a < 1, wigc
ax’-5x+4 > a;2¢x2—5x+4 < —=2<x?-5x4+6<0
Te ostatnia nier(;Wnoé;é rozwiazujemy w znany sposob.
Odp. 2 <x < 3..

Fuhkcja wyktadnicza ma dwie wazine wlééc»iwo'éci:

1° przyjmuje tylko dodatnie wartosci: @* > 0
oraz ’

20 ax,+x, — ax‘ ‘axz (52‘2)
Ta pstatnia réwno$¢, znana z dzialar na potggach, ma duze znaczenie w zastoso-
waniach funkcji wykladniczej. ) .

Na rys. 52-3 przedstawione sa schematycznie informacje o zmiennosci funkcji
wykladniczej. Wykres kazdej funkcji y = a* przechodzi przez punkt (0, 1).

a>f

malejgca rosngca

stala =/

O<a<?

0 X
Funkgja wykladnicza y=a*

Rys. 52-3

Twierdzenie (0 réwnoéci poteg). Jezeli a > 0, a # ‘1 oraz
. : o @=a ' (52.3)
10x=y. ‘ '
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Dowéd. Poniewa2 x <y albo x=y albo x > y, wigc wystarczy wykluczy¢
pierwsza i trzecia z tych relacji. Otoz jezeli x <y, to na podstawie twierdzenia
o poréwnywaniu pot¢g mamy F>a’gdy0<a<l zasa <a gdya> 1, wiec
réwnoéé (52.3) nie jest speiniona. Podobnie wykluczamy nieréwnosé¢ x > y, wigc
pozostaje réwnoé x =y, cnd.

Uwaga. Jezelia = Oalboa = 1, to z réwnoéci poteg (52.3) nie moZna niczego
sadzi¢ o réwnosci wykladnikéw xi y, co potwierdzaja nastgpujace przyklady:
0 =0% 12=1° - .

Réwnania wykladiicze. Twierdzenie o réownosci poteg stanowi podstawg przy
rozwigzywaniu réwnas wykladniczych, tZn. takich réwnan, w ktérych niewiadoma

" jest w wykladniku potegi. Podamy teraz przyklady takich réwnas.

Przyklad. Rozwiazaé réwnanie
9SO _ 6 ’ (52.4)

Rozwiazanie. Prawa strong réwnania mozemy przedstawi¢ jako 28, wigc na
podstawie twierdzenia © réwnoséci potgg x*>—5x+10 = 6. OtrzymaliSmy zatem
réwnanie kwadratowe x2—5x+4 = 0, ktére rozwiazujemy w znany sposob.

Odp. Xy = 1, Xy = 4,
Przyklad. Rozwiazaé réwnanie

x

. .
2% =451 (52.5)
' 2=

Rozwiazanie. Piszac prawg strong réwnania (52.5) w postaci 2*"1 | a nastgp-
nie przyréwnywajac wykladniki poteg, dostajemy

1
1= skad 2x*—x+1=0
x X—
Otrzymaliémy réwnanie kwadratowe o ujemnym wyrézniku, 4 = 1-8 = —7<0. ]

Odp. Réwnanie nie ma pierwiastkéw

Przyklad*. Rozwigza¢ réwnanie

A /A - 0]

Rozwiazanie. Oznaczajac

]/2 +yY3=a mamy

= 4-3 1
Viiey -
Réwnanie (52.6) mozna wigc zapisaé nastgpujaco:

% +a*=4 czyli

[
al»—-

(a*)?—4a*+1=0

Wprowadzamy nowa niewiadomg z = g*. Otrzymujemy réwnanie kwadratowe

2R

3 2 rs . -
- 2°—4z+1 =0, ktérego pierwiastkami sg liczby z, = 2-|/§‘ oraz z; = 2+1/3

i g o= T_1 L -
Jeiell a* —2—]/3 = 7, to Xy = —Z;Jcie]l & = 2+'/3 — az’ to X, = 2.

Odp' X, = —2s X2 = 2.

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja wyktadnicza?
2. Dla Jal’(i.ch podstaw a funkcja g* jest a) rosnaca, b) malejaca, ¢) stata?
3. Wykreéli¢ na wspélnym rysunku funkcje y = 2* i y = 3* a nastgpnie zba-
daé, ktéra z nich ma wicksza warto$¢ a) dla x = —1, b) dla x = 1.
4. Sporzadzi¢ wykres funkeji: .

a) y,=2x+z’ b) y= 3:—1’ C) y= (-1-7):.\ +
y2 !
- 8, Rozwiagzaé réwnania: :

10
3

€) 2771 42543 4300 = 2542 42744,

a) 425 =256, b) 34371 = -, ) 2 -F =72,
d) 3-81%=10-9%+3 =0,

. ' s ’ 7 "
6. Rozwigzaé¢ nieréwnodci:

a) L < Ll Y ’

)55 < pop Y 1<(7) <4, ¢) 27-3> 8,
. o

d) 23x+5_4x_1 >0’ C) 3x, <32,,.

53. Logarytmy

wlasnoéci funkcji wykbadnicze; i jezeli i ‘
£ Wi j wynika, 2e jezeli liczby a i iei
istnieje dokladnie jedna liczba y taka, ze : Feoy @t dodatnieia # 1,

a’ = x

. ' 53.1)
53-1). Liczbe y spetniaj ¢
29-1). L jaca warunek (53.1) naz i
e a 1 oznaczamy symbolen Tog, =, ) nazywamy logarytmem liczby x przy

X

' x=a¥

y=logy x
X (a)l)

\N
Q- ——-—
<

Rys. 53-1
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Definicja. Logaryimem liczby x > 0 przy podstawie a (@ > 0i a # 1) nazywamy Twierdzenie (0 logarytmie ilorazu). Jezeli x > 01y >0, fo

wykladnik potegi, do ktorej nalezy podnie$é a, zeby otrzymaé x.
Mamy wigc

x

log, -, = log,x—log,y (53.5)

y=log,xwa =x : . (53.2) Dowéd. Oznaczamy log,x = p, log,y = q. Z okrelenia logarytmu x = o,

Przyklady . oy y =a%. Stad-*- = ﬁz— = a9, wiec log, - = p—q = log, x—log, y, cnd.
log, 4 = 2, poniewaz 22 = 4;. log; 3 = 1, poniewaz 3 =3 ¢ y.oo.a y

logg—;— = —1, poniewaz 3~ = % ; log,;2 = 2, poniewaz V2 = Wzér (53.5) czytamy krétko:

logarytm ilorazu réwna si¢ réznicy logarytmow

. . . 1\-3 ,
= 01 = — =) =
log,, 1 = 0, poniewaz 12 1; logé 27 3, poniewal ( ) 27 Przyklady

3

Zwracamy uwagg, ze logarytm liczby dodatniej moze by¢ dodatni, ujemny lub
réwny zeru: ’

\

1. '
log,? =log,1—log, b =0~log, b = —log,b (b>0)

1 .
log,8=3, loga— = -3, log;1=0 ) -
&2 - 1082 8 g2 log, _x_zy_ = log,(xy)—log, z = log, x +log, y —log, -

Z okreSlenia logarytmu wynika, Ze
o o . x>0, y>0, z>0)

log,1 =0 . \ , .
natomiast logarytm liczby bedacej jednoczeénie podstawg logarytmu jest rowny 1 Twierdzenie (0 logarytmie potegi). Jezeli x > 0, to dla kazdej liczby rzeczy- .
log,a=1 ste).n ' :

Z definicji (53.2) wynikaja ponadto dwie tozsamosci: logax"‘= n-log, x R - (53.6)

: Dowéd, Oznaczamy log,x = p. Stad a” = x, wige x" = (&) = a™, czyli log,x" =
pn= n-log, x, cnd. ‘
- 'Wzér (53.6) czytamy krétko:

loga’ =y oraz a*.=x, da x>0 (53.3)
’ ’

Na przyklad
log, 7° =5, 2°0%=5, 5°%1°=16
Liczba 0 i liczby ujemne nie maja logarytméw, gdyz potega @, (a > 0,
a # 1), nie jest zerem i nie jest ujemna dla 2adnej wartosci y.
W dalszym ciagu ilekroé bedzie mowa o logarytmie nalezy pamigtaé, ¢ podstay
wa logarytmu jest liczba dodatnia i rézna od 1.
Podamy teraz twierdzenia dotyczace wlasciwosci logarytmow.

_‘;garytm potegi ‘réwna si¢ iloczynowi wykladnika przez logarytm
- podstawy

log;2% =5-log,2=5-1=5; log,a®=3log,a=3"1=3

- . RIS 1
Twierdzenie (0 logarytmie iloczynu). Jezeli x> 01iy >0, to- log, 64 =log,2° = 6:log,2=6; logs|' 5 =logs53® = 3 logs 5 =73
log, (x-y) = log.x+log. y / (53.49)] log x? = | 210gx dla x>0
Dowéd. Oznaczamy logx = p, log,y =g. Z okreSlenia logarytmu x = a’ o B = { 2log,(—~x) dla x<0
y = a*. Stad xp = a® a* = a**, wicc log, (¥) = p+¢ = logex+log.y, cnd. Przyklad*, Obliczy¢ , ‘
. ¢ . A

Wzér (53.4) czytamy krétko:
logarytm iloczynu'réwna si¢ sumie logarytmow
Przyklady
log, 12 = log; (34, = log;3+log, 4 =log, 3+2
log; 36 = log; (32 - 4) = log, 32 +logs 4 = 2 +log; 4
log,(xyz) = log.(xy)+log,z = Iog,.x+‘!og,y+log,z
x>0, y>0, z>0)

C . x = 254108s3 4 9 q—loB;9
ozwiazanie. Mamy

. . 25 -
251—Icg53 — 52(1—]03,3) - 52-2 log,3 = Slc»g5 25-log,9 __ 5’°3; iy 25

9

~

'7_10379 - 7log79 -1 = _l.—_i-
(720) =97t =g

I
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Stad

25
x=—7+2-_1‘ =Ez=3
9 9 9
Odp. 3. .
Przyklad:‘. Udowodni¢ wzor
log, b= !
log, a (53.7)

Ro

zwiazanie Liczby ai b sg tu podstawami logarytmoéw, wiec s3

dodatnie i rézne od jednosci. Oznaczmy log.b = x i log,a = y. Mamy
wiec ¥ = b i b¥ = a, czyli (b¥)* = b, skad b¥* = bl. Na podstawie twier-

dzenia o réwnosci poteg (str. 237) dostajemy yx =1, czyli logsa * log,b =
= 1, end.
Na przyktad
1 1
Jdog,4 = —-—10g4 3 logs2 = -———legz 5
Przykiad*. Udowodni¢ wzdr :
log, x = log, a - log x, (x >-0) (53.8)

Rozwiazanie. Oznaczmy log, x = p oraz log,x = ¢. Stad x = a® i x = b°,

wiec a’

b%. Réwne-liczby dodatnie maja réwne logarytmy, a zatem log, a®

= log, b9, czyli p log,a = g log, b, wiec ostatecznie p log, a'= g, cnd.
Na przyklad jezeli log, x = 0,6, to

log,x = log, 2-log,x = —1-0,6 = —-0,6
2 z : '

Rownosé (53.8) nazywamy wzorem na zmiang podstawy logarytmu.

- 6.
T*
8*.

9**,

10**,
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Pytania i zadania

Podaé okreélenie logarytmu.
Jakie warunki spelnia podstawa logarytmu?

Wypowiedzie¢ twierdzenie o logarytmie a) iloczynu, b) ilorazu, c) potegi. -

Podaé wzor na zmiang podstawy logarytmu.

Obliczyé na podstawie okreSlenia logarytmu
1 1

b) 1°gsﬁ, ©) IngTa

a) log,243, d) logﬁ 16,

¢) log, 49, D log. V4, ) logal, h) logie10.

Obliczyé log, x—2logye x.
logs x = a; obliczyé log,; x. i
logs 2 = a, logg 5 = b; obliczy¢ log; 5.
Udowodni¢ réwnosé
logyo2 = logs2 * log, 3 -logs4... 10g,09

log, x = 2, log, x = 3, log, x = 6; obliczy¢ logy, x.
&

Definicja. Funkcje

54. Funkcja logarytmiczna

. y= logu x,
ndzywamy funkcjq logarytmicznq. Dziedzing tej funkcji jesf zbidr R;.

a>0,

Przyklad. Wykreslié funkcje y = log,x.

a

# 1 (54.1}

Rozwiazanie. Uktadamy tabelke zmiennosci funkcji korzystajac z okredlenia
ogarytmu. :
‘ Tabl. 54-1 .
1| 1| ; i
x 3 } T l 5 ! 1 2 4 :
| \ : : ! !
y =3 -2 -0 o1 ]2
Odp. Rys. 54-1.
Y
e ——— Va
{
[
Rt I '
111 o {
, 842 L I X
OIH 1 2 3 4
|
!
!
_1_:,_
N
o

Tabl. 54-2
1 } 11 ’ ! i i
X —_— —_— —_— 1 i P i
g | @ f N N
¥ 3] 20 1 ) o | -1l -2 [
| ! !
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rowan jest odwrotne wzgledem drugiego (por. str. 36), wigc wykres

Przyklad. Dla jakich wartosci x okresiona jest funkcja

funkcji logarytmicznej jest linia symetryczng do wykresu funkcji wyklad- ¢

niczej (o tej samej podstawie) wzgledem prostej y =.x (rys. 54-3).

Rys. '54-2

Z okre$lenia logarytmu oraz z twierdzenia o poréwnywaniu poteg wynika, te
funkcja log, x jest rosngca, gdy a > 1:
(@a>1 i 0<xy<x;)=log,x; <log,x,

oraz
funkcja log, x jest malejaca, gdy O0<a < 1:
O<a<l i 0<x; <x;)=log,x; >log,x,
(rys. 54-4).
. |14
v y=log, x, O<a<?
y=a*, a>1
loggu=v ~ o s
a=u A7
. ! //
! (4 X
I, 0
) al : X
0 v/ u
//
e y=log,x,a>1
L
Rys. 54-3 Rys. 54-4
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y=q/log (x+4) (54.2)
)/ e G

Rozwiazanie. Funkcja (54.2) jest okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy
4 log, (x+4) >0, czyli gdy 0 < x+4 <1 (rys. 54-4, przypadek 0 < a < 1). Stad
R ( _ (

2
-4 <x< -3
Odp: —4 < x < -3,

- 1 :
_ Rownania logarytmiczne., Podamy teraz przyklady rozwigzywania réwnasi loga-
rytmicznych; sa to réwnania, w ktérych niewiadoma jest pod znakiem logarytmu
U (lub w jego podstawie).

Przyklad*. Rozwiaza¢ réwnanie -

log, (x+1/3) = —log, (x-¥3) (54.3)

Rozwiazanie (analiza starozytnych). Jezeli liczba x spelnia réwnanie (54.3),
spelnia takZze réwnanie i '

v log, (x+/3)+log, (x—)/3) = 0

yli _
log, [(x+13) (x—=y3)] =0, wiec log,(x*~3) =0.

~okreslenia logarytmu x2=3=4a° =1, a zatem x? = 4. Stad x; = —2; X, = 2.
iczba —2 nie jest pierwiastkiem réwnania (54.3), gdyz suma —2+1/3 jest ujemna’
log, (— 2+/3) nie istnieje. Natomiast liczba 2 spelnia réwnanie (54.3), poniewaz

@+Y3)(2-y3)

"log, 2+)/3) = log, — = log, — = —log,(2-y3
g(ﬁVU BT e g.(2-173)
Odp. x = 2. ! \
Przyklad*. Rozwigzaé réwnanie )
1 2
5—log, x +T:l-log2x B ‘(54'4)

wigzanie. Wprowadzamy pomocnicza niewiadoma z = log, x. Réwnanie
przyjmuje wigc postaé

. .

S5—=z

2
1+z

+: 1 skad z22-5z+6=0

ane réwnanie kwadratowe ma dwa pierwiastki z; = 2 orazz, = 3. Z warun-
g, x; = 2 dostajemy x, = 4, zas z warunku log, x, = 3 dostajemy x, = 8.
zepie otrzymanych rozwiazan pozostawiamy Czytelnikowi.

x, =4, x, =8

przyktady réwnan logarytmiczno-wykladniczych.
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Przyklad*. Rozwiaza¢ réwnanie
log,(9—~2%) = 3—x
Rozwigzanie. Korzystamy z okreslenia logarytmu

9_2x=23—x WjQC’ 9—2"=8'%

Wprowadzamy pomocnicza niewiadomg z = 2* otrzymujac

1
9—z=8~—z— czyli  z2-9248=0
st.qd z; =1, z; = 8§, czyli 2% = 1, 2" = 8; ostatecznie x, = 0, x, = 3. Sprawdze-
nie obu pierwiastkow pozostawiamy Czytelnikowi. .
Odp. x;, =0, x, = 3.
Przyklad**. Rozwigzaé rédwnanie
xVx = (x> (54.5)

Rozwiazanie (metoda réwnan réwnowaznych). Bedziemy poszukiwaé pier-

wiastkéw réwnania (54.5) wylacznie w zbiorze R4, gdyz dla x < 0 nie ma sensu V%,
za$ dla x = O nie ma sensu xV*. Spostrzegamy, ze liczba x; = 1 spelnia réwnanie
(54.5). '

Dla x > 0i x # 1 mamy

XV = (x) ey xlog,x = xlog,}/x < }/x = %x¢x =4
Odp. x; =1, x, = 4.
Przykiad**. Rozwiazaé réwnanie
log, x +logy x+log, x =1

" Rozwigzanie. Skorzystamy ze wzoru (53.8) na zriliane podstawy logarytmu.
amy

log; x =1logs2-log, x, logsx =loge2-log,x = %logz X
Réwnanie dane mozna wigc zapisaé tak

o
—log,x=1

log,'x +1og, 2+ log, x + 3

stad

3 2
= +log 2)10 x=1, logyx= —— 2>
(2 378 8% = 37,2

2
Odp X = 23+lo¢34

Nieréwnosci logarytmiczne. Ograniczymy sie do prostych przykladéw.
Przyklad. Rozwiaza¢ uklad nieréwnosci

2 log'/z-(Zx-— 8 <3
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(54.6) |

Rozwiazanie. Poniewaz funkcja logarytmiczna o podstawie wigkszej od jed-
nosci jest rosnaca, wigc uklad nieréwnosci (54.6) jest réwnowazny ukladowi

V2 <2x-8<(YD*, czyli 2<2x-8<2y2
Odp. 5 & x <442

Przyklad*. Rozwigzaé nieréwno$¢

1
—_—>1, d >1 54.7
Togx gdy a (54.7)
- Rezwiazanie. Oznaczamy u = log, X i przepisujemy nieréwnos¢ (54.7) w po-
staci : i
L1, el %50

Stad 0 < u < 1, wigc 0 < log, x < 1. Poniewaz a > 1, wigc ostatnia nieréwnosé
jest spelniona wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < x < a.

Odp. l<x<a.

Pytania i zadania

1. Co to jest funkcja logarytmiczna?

2. Jaka jest dziedzina funkcji logarytmicznej?
3. WykredJi¢ na wspSinym rysunku funkcje: .
y=log;x, y=log,x, y=log,x; y=logsx.
3 2
4. Sporzadzi¢ wykresy funkeyj:
a) y=log,8x, b) y=log; X c) y=logo(x+5).

g
Zaalei¢ dziedziny funkeyj:
b) y=logsx+Vy —x,

¢) y=log, PR

3
a) y=log, x+J —x,
Wykreslié na wspdlnym rysunku funkcje:

a) y=2*1 y=logyx, b)y

(A i y=d
7. Dla jakich wartosci a funkcja
lejqca? _
Rozwiazaé réwnania: v
a) log, [logs 2x+1)] =0, b) logs(5x+1)—logs(x—1) =2,
¢) log,[loga(x—5)] =1, d) 3log;(x+1) =log; (x>+2x2+4x+7).

9*, Rozwiaza¢ réwnania:

y = log, x jest rosnqca, dla jakich za$ ma-

8.

a) log,x+log,(x+1) =0,  b) log,(2*+4%)—log,8 = log, (22*—1— %) :
¢) log,10+10g,, 10 =6, d) xlo%* = 100x.

-~
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2 4 i
.y = |x‘2—1| 1320' g =3%—;’f—) *342, [2(21’?“)$]7f2:=4 T N e =52 Y2 ;{
Z Cjay=x oze przyjmowaé jedynie wartosci | ‘ - - ! |
Sll_zvizta;ac’ 2e f;’lifl;l;njac:’yc ek:;remnz: i :Iforz;dzm v:yi(r(i}s,nt; funkciji 34 8x+]8x__2._2_7:_: 0 *345. 27— 3“ 2 +20t = 3"’;7 . ;]3
nej:zszu nfll:cz():/g fgﬁ?ﬁgﬁm liczb plerfvszych réwna si¢ ich pigciokrot-| 346. 16 ]/(0’25)5“7* — ‘/5"—‘—‘ *347. 4-3_9-25— 5. 32 22
323. Suma cyfr liczby trzycyfrowej wynosi 11, za§ suma kwadratow| *348. ('/2~'/§)x+(l/2+l/§)x= 4 349, x50 = |
tych cyfr wynosi 45. Jezeli od szukanej liczby odejmiemy 198, to otrzymamy £350). l/;' e 4351, 215 — % (et e—1)

liczbe zbudowana z tych samych cyfr ale przestawionych. Znalez¢ te liczbe.
324. Mianownik ulamka bedacego ilorazem dwéch liczb catkowitychj
jest mniejszy o 1 od kwadratu licznika tego utamka. Jezeli do hczmka,‘

*352, Rozwigzaé réwnanie
0,250-5%(x~1)-0,75 “/()’_5":_-1—
oda¢ warunek istnienia pierwiastk(;w oraz obliczyé pierwiastki dla
= —5,
353. Przy jakich wartosciach m dwa r6zne pierwiastki réwnania

0,5x2-mx+0,5m—ly5 = ('/sjm- !

i mianownika utamka dodamy 2, to warto$¢ utamka bedzie wigksza od = 4 s

jezeli za$ od licznika i mianownika odejmiemy 3, to warto$¢ utamka bedzie j

. 1 ,
mniejsza od 15 - Znalez¢ ten ulamek.

§ 4. Funkcja wykladnicza g dodatnie?

Rozwiaza¢ uklady réwnan:

Wyznaczy¢ dziedziny funkcji:

Xy p—— —
__ V=¥l ' - 1 354 { Vxty=2y3 8%2- g+l = 16
35, y =2 326, y = ]/ ol ey = 3 355. \ p2ie-ny. g |
1 64 1-64% = 12 2x+1 _ 4y— i
320y = = 356, { +64 257 8 3224 :
] 64%+7 — 4]/5 *15- 57 = 252y+1 : _ |
Sporzadzi¢ wykresy funkcji: v 358, Y= 18 . PFTEH12 o |
328. y = —2%+1 329, y = — 3142 : 9= 355. Xty =6 i
\ ' 4 : 24x42 _ ’ i
- 330. y = 2"+ (%) » 3L y = 25+ &, *360. {yx =l 361. =y |
’ {xi x2 x+ty= . Xy =1 ' .
332. y= (—) +333, y = 2F - f= i
y 3 y | *362. o ;
334, y = 2*-2¥4+1 *335, y = [1—-2% . .
y‘ y=I ! *363. Wykaza¢, ze dla dowolnego x oraz a > 0 zachodzi nieréwnos¢
i : Rozwigzaé réwnania: o 1 -
H x__ §3-x X__ L] — i
% 336. 5*—5 20 337. 49*—6-T*+5 l()/ . ey <1 . :
s Vicz — 10.9Y*2 . 4233 4
i 338. 4777416 =10 2.x 339. 0,125 4%2 = (—8—) 364 Ktoéra liczba jest wigksza: (ﬂ‘/_ czy (3?1
) 33;/; ozwigzaé nieréwnosci:
*340, 23%- 752 = 47+ UL 2 =15 1
J: 2.3 1/"‘—1 65, x2- 2x+x c2x71 5 0 366. 0 5:—1 ~ ’ﬁ
36 < 37
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o ke s (A ()5 -
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1 1
Ty T
369. 3 243 Z>4 2_px-t
Ve —20+1 1-x 3,
T e

**372. (x24x+1)* <1 *373. x> < 1
374. Dla jakich x wyraZenie iﬁ? przyjmuje wartoéci z przedziatu

(-1:3)

389. Znaleié liczbg, ktéra daje sie jednoznacznie - przedstawié¢ jako
iloczyn dwéch liczb dodatnich takich, Ze réznica ich logarytméw o pod-
stawie 2 jest rowna ilorazowi tych logarytméw.

390. Znalezé liczbe, ktorej logarytm przy podstawie 10 jest wigkszy

o1 od logarytmu liczby a-{——l%—a przy podstawie 100.

¢ Wyznaczy¢ dziedziny funkcji:
391, y= Igz[l—lgl(xz-—5x+6)]
2

.

§ 5. Funkcja logarytmiczna 392, y = '/lg'1 x_’x—f *393. y = /1g.(3~%)
1

375. Wykaza¢, Ze jeSli a,p,4 >0 i p,q # 1, to zachodzi réwnoéé -394, Dla jakich wartoici x okreflone jest wyraZenie

lgya = 1562 Vigo,:@x—1)+go,1(5—3%)
st &P Sporzadzié wykresy funkcji:
Obliczy¢: : >
Ig, 527 *377. 1gs 51g,5 27 %%y = —lgax il 2% 7 = Igs(x—1)
376. 1g, /5 - 1g3 3 lgas 397, y =1g,(2—x) : 398. y = lgy|x—1|
3718, 27" *379 (i/§)§%’3 ’ o Ig, x>
. ' 399, y = [Ig, x| *400. y = ﬂggz’; l
T 2
380- lgg tg—6— 381- 2]33 5‘—5'8’2 401. y _ lgxz *402. y = ]g2 lgz x
2+ 11g16 ' Va ' m%x i
518 _ X
382. ]/10 s : %383, Igs =, jezelilg,a = 4 03, y=2"" . .
Vb’ -404. Czym ré2ni si¢ wykres funkeji y = Igs x? od wykresu funkcji y =
384. Uproscié wyraZenie 21g; x?
x =1g,31g,41g,5 ... Ig;516 **405, Rozwiazaé graficznie nier6wnosé
385. Wykazaé, ze jezeli m,n >0, m# 1, to lg.lg,x >0
. + Rozwiazaé graficznie uklady nieréwnosci:
81— = 1gnyn *
" B | B 407 yzftizx
*386. Uporzadkowaé wedtug - wielkoéci liczby: lg; 6, 1g, 8, lg; 5 .nie ly<2 ' -:,,< 1

postugujac si¢ tablicami logarytméw.
387. Ktéra z liczb jest wieksza: g, a czy lg; a?
**388. Wykazaé, ze jeli

: Rozwigzaé réwnania:

-~ 408. 1g(x—2)—lg(4—x) = 1—Ig(13—x)
409. 1g)/x—5+1g Y 2x—3+1 =1g 30
410. 1g(0,5+x) = 1g 0,5—Ig x ’

1 1

x = lol—lgz lol—lgx

38 39
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1 5 ]
41 I+1gx 5 3~Igx 3 412 1g,(9—2%) = 3—x
*413. 1g(lgx) +Ig(lgx?—1) — a1q, BWxHIHD)
lg]/x 40
*415. 1g, 5 ,/5_% = (jgx 6

*416. 51gx+51;x—1 — 3xgx+l+3lgx—1

*418. 3)/Igx+21g ]/ —=2

419. Ig 73—1g(x*—1) = 3lg2 —lgx—Ig(x—1)

*#20. 139" +-x1g /357 =0

*421. lgs5 120+x—3—2 Igs(1— 5% 3)———lg5(02 5%-4).
*422. 15318 9%+1 |

1
423. 1. {2 1gs [14+1g,(1+3 1g, )]} = 5

417, 6166 | xieex — ]2

*424. V xtV= — 10 w425, 8x — 100
gix 4 /33
426. x21E3x-1,51gx __ '/E 427, z-x 3T ?x
*428, (2x+1)ls(2x+1) -3 = .1% *429. 1gax+1gaa =1

*430. 1g,(ax) - 1g,(ax) = Ig, 711-, a>0ia#1

*431. x+1g(142%) = xIg 5+Ig6
*432. Igx = Y/ =x*—3x—2
433. Dla jakich wartosci parametru k réwnanie
lgtex) 2
_ Ig(x+1)
ma tylko jeden pierwiastek?
“ 434. Dla jakich wartoéci m réwnanie
x2—2x+1go sm =0
ma dwa rézne pierwiastki?
435. Dla jakiej warto§ci parametru @ réwnanie
' x?—2x+1 = 2xlga+1g%a

-

ma dwa rézne pierwiastki?

40

436. Wykazaé, ze Jezeli ¢ spelnia réwnanie

. ,
21g2+(1+—217)lg3—lg(3'+27)=0 -

x2tx—2
DT <2

St prawdzxwa dla kazdej wartodci x. N
Rozwigzaé uklady réwnan:

2igx—lgy=1Ig9 =9

437. : ' )
37. 107~ — l1 438 {y=1g3x+1
439 x'87 = 100 xy = 400
“ligx =2 4 {x“’ =16
xy = g? .
441. { r=a
2(1g? x+Ig?y) = 51g2q?, a>0»
a2 l xz_yls ‘ 443 {2x=3y
2 x gx X
Ig— =2 x24+xy =10
&5 18y +xy ;

Ig.y—21gx =1
{lg(x+y)—lg(x—-y) =]
45. {(ax)"“ = (by)e?
be™ =gty g ptl, axb
e { 718 ley—lgld—) =0
(25VHVry—125-5V5 = ¢
{ Ig. 10+1g, 10 = 5

5
Igi0x+1g;0 y= vy

5
Ig,x+1g.y = 5

X+y=a+a? a>0
lgax+1gay+ig,z =2
133Y+Ig92+lgox =2 )

lg4Z‘Hg16x+1g16y =2
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Rozwigzaé nieréwnosci: )
450. 1g2(x—1)—21g(x—1) > 0.  *451. Ig,x > Ig, x.
. 2 L

3

- Sprowadzi¢ do postaci iloczynowej wyrazenia:
© 470. sina--sin2a-sin 3¢ 471. 1—sinat-cosg
472, sin87°—sin59°——sin93°+sin61°
Ig(35—x3 :
452, lga(x+14) +1g,(x+2) > 6 *453, 805 —x?) >3

2G—%) Uproscié wyrazenia: .
e ————
*454. 1g, 2+ 1g,, 2 > 1g2, 3 455, \rex < g 473. Y sin” (T otg o) cos? (1 T iga)
1 o . 457, B . 474. sina—y/ctg? a—cos? o jezeli < o < 2
456. T > 1, gdzie g > - B-lgx| < Obliczyé: ;
1gl(x2._5x+7) 7 4
458, 3 ? <1 459. 1g,.,,x% < | 475. arctg tg?n , 476. cos (2 arcsin ?)
*460. 18, VX +1 < I+1g, /4= 4 [ 15 1 .5
3 3 77. arccos [sin s 478. tg - aresin
l/x(x—4) 1) : 13
*461. Ig (3 "'3* +/<1 - - 479, 4ar<:tgi—arctgL ’
462. Wykazaé, ze : . > 239
. 1 -*480. Obliczyé bez pomocy tablic
—>2
I3 g3 ‘

1—4 sin 10° sin 70°

*463. Wykazaé, ze 2in10°

1g.b+1gyal > 2
gdzie a,6 >0 oraz a,b # 1.
*464. Wykazaé, ze jezelia>1; mn> ,0 to

Udowodnié réwnosci:

Bt

*481. €05820°c0s40°cos 80° — 5
lg,,mj—lg,,n < Mtn

<lg,

1 1. »
¥482. arctg?+arctg%+arctg%+arctg% i

=7

483. sin 47°4-sin §1°—sin 11°_giy 25° = cos 7°
§ 6. Funkcje trygonometryczme 484. Wykaza, ze jezeli % B,y sa katami ostrymi i
Sprawdzié tozsamodci:
cos oe—cos_.‘i;x
sin3a—sine
466. sin7x - tg3,5a+cosTa = 1

1 1 1
tg“=?, tgﬂ=?, tgy=§-, to oz+ﬂ+y=45°.
465, = tg2a

485, Wykazaé, ze jezeli a+f+y =x, to

sina+sinﬂ—siny_ tg 2 tg B
sina+-sinffsiny S5 B3
467. sin®a+-cosb o = 1~%sin22a tsinfi+siny

B . i
468. cos2ucos a—sindasing = cos 30cos2a 486. Wykazaé, ze Jezeli at-pfy =

5 to
1 1 2cos(a—pf) _ sin?(a—p) . i S
0 's_i_riiz+§in2ﬁ " Tsinasing sin? asin? B Sinf+siny—cosa = 4 sip (7—7) sm—gsm%.
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