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3. Sprau}dzié metoda zero-jedynkowa prawdziwos¢ rownowaznosci a) (7.5_. Dwie formy zdanio:we majq.ce 1wspc31n_21 -d;iedzing frazywammy rél:vnowamy " £
b) (7.6), ¢) (p=q@)<={(~g)=(~p)], d) [(p » ~q) = ~ple(p = q). dy kazdy elemen.t, lftory sl?elma pierwszg z nich spetnia takze druga i na odwrot.
4. Czy dwa zdania Na przyktad nierownosci

a) x* > 1, oraz x > 1

—x?+4x <0, oraz x*—4x>0

b) x2 << 1, oraz x < 1

a
sg rownowazne dla kazdego rzeczywistego x?
5. Czy dwa zdania

EL rownowazne, gdyz spelnia je kazda taka i tylko taka liczba, ktéra jest ujemna
lub wigksza od 4. .
~ Jezeli forma zdaniowa p (x) jest réwnowazna formie zdaniowej g (x), to piszemy

- Jest-forma zdaniowa zmiennej x.

a) sin 30° = 5, Oraz cos 30° = ; Na przykiad
—x24+4x < Q=2 —4x >0
b) 253, oraz 3> 2 - Za pomocg spojnikow zdaniotwoérczych (~, v, A, =, <) mozna bu-
¢) sina=1, oraz cosa = 0 cowa¢ formy zdaniowe ztoZone, np. |
d) sinfo =1, oraz cosa = ~(x*—=1=0), x<lvx>3

53 rownowazne? Rozpatruje si¢ takze formy zdaniowe z dwoma lub wieksza liczba zmiennych.

Na przykiad

_ _ _ _ s |
8. Forina zdaniowa x+y=3, x+y<2, x*+y-z®>2t, @itp

Definicja. Forma zdaniowa ( funkcja zdaniowa) z jedna ZH‘ll“HI‘lE]“OkI'eS]OIl 3

w dziedzinie. D, jest to takie wyrazenie zawierajace te zmienna, ktore staje 51

zdaniem, gdy na miejsce zmiennej podstawimy dowolny element zbioru D. 1
Na przykiad wyrazenie

Pytania i zadania

Co to jest forma zdaniowa z jedng zmienng? Podaé przykilady i okreslié
w kazdym z nich dziedzine.

Co to znaczy: element spelnia forme zdaniowg?

jest formg zdaniowa z jedna ;::n:uelmac x. Dziedzing tej formy moze byé np. zb10 S Znalez¢ taka warto$¢ x, dla kidrej forma zdaniowa a) x* > 5 X <-4
liczb naturalnych. Podstawiajac do formy zdaniowej (8.1) liczbe 7 na miejsce zmlen ' b)_x > 2x Vv x = 10, ¢) x* > 4r=>'x > 2, d) f‘z': 9 <> x? =27 jest praw-
nej x, dostajemy zdanie prawdziwe, natomlast podstawiajgc liczbe 8 na miejsce x E: dziwa, a nastepnie taka. dla -ktore.! fa forma jest félszywa.

dostajemy zdanie falszywe. . 4. Co to znaczy, ze forma zdaniowa jest a) tozsamosciowa, b) sprzeczna? Po-

Kazde rownanie jest forma zdamowq Na przykiad rownanie dac przyklady.

_— E 5. Kiedy dwie formy zdaniowe sa réwnowazne? Podaé przykiady.

x jest liczba pierwsza | (8. 1 2

Kazda nierownosc¢ jest forma zdaniowa. Na przyklad nierdwnosé g

z*—4z < 0 (8.3k

9. Kwantyfikatory

jest forma zdaniowg zmiennej z

Mowimy, ze pewien element spelnia forme zdaniowq, jezeli podstawiaj
tej formy na miejsce zmiennej dostajemy zdanie prawdziwe.

| Sposrod licznych zwrotdw jakimi postugujemy si¢ w matematyce przy formutowa-
ac go deg Emu zdan orzekajacych, na szczegdlna uwage zastuguja dwa:

dla kazdego x... - (9.1)

Na przyktad liczba 11 speinia forme zdaniowa (8.1), natomiast liczba 12 I]l
speinia tej formy. 0 raz PRI * Vo (9.2)
Form¢ zdaniowa nazywamy tozsamoscionq, jezeli spelnia 1a kazdy element """ istnieje takie x, Ze .. |

natomiast sprzecznq — jezeli nic spetnia jej zaden element (z dziedziny tej formy) - Te dwa zwroty nazywamy kwantyfikatorami; zwrot (9.1) jest to tzw. kwamy-

Na przyklad rownanie (x+1)*—2x = x*+1 oraz nierdwnosé¢ (x+1)2 > 2y 3 fr.kator ogdiny (albo duzy), ktory oznaczamy symbolem
w dziedzinie liczb rzeczywistych tozsamosciowe, za$ rownanie yv2+1 — 0, orazg N\
nierownos¢ x2+1 <2 0 sa sprzeczne. )
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natomiast zwrot (9.2) jest to tzw. kwaniyfikator szczegdlowy (albo maly), kt tog raz

_ \/ u-up(x) | (94)
oznaczamy symbolem . | x
\1{ : ajq te samg wartos$¢ logiczna. Prawdziwa jest zatem rownowaznosc
i
? | ot ot 9-5
Jezeli forme zdaniowa z jedna zmienng poprzedzimy kwantyfikatorem odnoszaccy ‘ A p(x) = V p(x) ©-3)
sig do tej zmienne), to otrzymamy zdanie (prawdmwe albo fafszywe). tora przedstawia sposob zaprzeczania kwantyfikatora ogolnego.
Na przykiad zdanme =0 Zaprzeczeniem zdania /\p(JC) jest zdanie V ~p(x).
/[N XT =L = : | x
| .,. x | Na przyklad cheac udowodmc, ze zdanie
jest falszywe, natomiast zdanie - /\ x2—1=0
vV o x*—=1=0
y est falszywe’ wystarczy udowodmc prawdziwoS§¢ zdania
jest prawdziwe (w obu przypadkach zakiadamy milczgco, ze funkcja zda v | | o~ /\ x?—1=0
niowa a*--1 = 0 rozpatrywana w dziedzinie, do ktorej naleza —1 lub 1‘I o dania |
Kwantyfikatory ulatwiajg sciste, jednoznaczne wypowiadanie zdan. - Wige \/ ~(x2—1=0) czyli \/ x2—1+£0
przyktad zdanie ~ |
w trojkacie prostokatnym kwadrat dlugosci jednego boku ! rawdzlwosc tego ostatniego zdania latwo stwierdzié przyjmujac np. x = 0.
réwna sie sumie kwadratéw diugosci dwoch bokow pozos’calyc ' Zauwazmy nastepnie, ze zdania:
jest takim sformutowaniem twierdzenia Pitagorasa, ktore moze budm_{_ | ~\ p(x)
rozne watpliwo$ei, np.: czy w kazdym trojkacie prostokgtnym? Czy kwag- |
drat dtugosci kazdego boku réwna si¢...? Mozna jednak unikng¢ tych Wat oraz ~p (%)
pliwosci, korzystajgc z kwantyfikatorow: x P |
w kazdym trojkacie prostokatnym istnieje tak :ma]q te sama warto$¢ logiczna. Prawdziwa jest zatem réwnowaZnosc
bok, ktorego kwadrat dtugosci rowna sie sumie kwadraf, % - \/ p(x)<> f\ ~ P (%) . | 9.6)

tow dlugosci dwoch bokow pozostatych.

Wiemy, ze bok o ktorego istnieniu mowi to zdanie jest pr zemwprostﬂkatna ktora przedstawia sposob zaprzeczama kwantyﬁkatora szczegolowego.
natomiast dwa pozostate boki — to przyprostokatne. Dlatego twmrdzem Zaprzeczemem zdania \/ p{x) jest zdanie /\ ~ p (x).
Pitagorasa wypowiadamy zazwyczaj tak: -
w kazdym trojkgcie prostokatnym kwadrat dlugosc
przeciwprostokgtnej réwna sie sumie kwadratow % ' - .. ]
| B Pytania 1 zadania |
dlugosci przyprostokatnych. _ ~ | :

r. ,:' "
..'it:‘.. L

W wielu przypadkach pomijamy w wypowiedzi lub w zapisie kwantyﬁkat ;"
ogolny majgc na wzgledzie prostote sformutowania. |
Na przyklad zamiast .

1. Co to jest a) kwantyfikator ogolny, b) kwantyﬁkator szczegolowy‘? Podaé
przykiady zdan z kwantyfikatorami.
! - 2.-Omoéwié zaprzeczenie zdania z kwantyfikatorem a) ogélnym, b) szczegéiowym
{:\ /;‘ (a+b)* = a*+2ab+b* 3. Ktore z nastepujacych zdan sa prawdziwe, a ktore sa falszywe

‘a | a) Asin2e =2sinocosa, b) Asin2a =2sin«,

X

(czytamy tu: dla kaidego « i dla kaidego b ...) piszemy krotko
(a+b) = a’+2ab+b?

¢) Vsin2a = 2singcosa, d) V sin2«x = 2sine,

£%

e) ~ AVx?=x, f) ~VVYxt=x,

s 3 —
(R g ~A VX =x, h) ~VJx*=x.
. | x - x

Zaprzeczenie zdania z kwantyfikatorem. Niech p(x) oznacza forme deI‘llO E
zmiennej x. Zdania:

~ Ap() ' (9.

LR v
-
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dobnie mowi ; .
Y v 11'11?,_ ze funkcja zdaniowa &(x ) y
et +e> Ans jesli dla kazdego a;€ X; (1 <i K 15 «es Xp) JESt falszywa
niem falszywym. (I <i<n), Pa,...,a,) jest zda-

Niech (I)(r) b ' :
, x) bedzie funkcja zdani
zbidr Z bedzie 4daniowg o zakresie zmiennosci :
o ¢ wykresem funkcji @. Znalez¢ warunek koni ﬁOscliX , 2a$
y na to, by (zad. 3.21-3.22): ek konieczny 1 dosta-
321. Z=X. 322.Z= 0.

J

zdaniowe 7 R
a) €D(J )@2(2 (S a rowne; jaki jest wykres funkcji zdaniowe;
(X) Dy(x),  b) Py(x) :
~ ’ 1 /\@2(.?(,'), C) D (
- 3.24. Niech &,(x) bedzi POV~ Balx)
-bedzie funkcyg zdani :
dowoln: - : 14 zdaniowa prawdziwe ’
1;1 funkcja zdaniowa. Jaki jest wykres inkcjizlg? W X?_,-Zas Dy(x)
]_(Jf) A q}ﬂ(x): d) ~ @1(_):) vijzgx). .

Znalez¢ wykres t

| y funkcji zdaniowych

ZIMICNI : 1 . ¢ dj(x? y), dZie : .

ej x 1 zakresem zmiennosci zmiennej y jestgzbiérz.;( I-(ezcs e:.ln ?Z)I;I;HHOSCI
ad. 3.25-3.55):

3-25. Y =
. V.
3.27. x < y. gig x < Y. |
gif S L M 3.30. xi ¢ o
; -GX—I—by—!—c:O IU. X ,V.—..l
3.33. x24+32 = 0. (@, b, ce %), :;gi X 7 ).
335. x-y=0 4 xey = 1.
o axzib * 3.36. x-y < 1.
3.39. x| > ety =0abcedt). 3.8 x < Iyl
’ e v y_ )
l 3_41_ xz_i_y?.; 0. g‘-:g- (lax)z-l_(by)z“{ l(a,b,ceg).
g'::' YEyvxars 3.44. xx+;:i <00\; '
45, x4y = . 4. = X =
3.47. x-.y< ll\/x;éy_ . - 3.46. x;?:.-y,\x2+ ;30
+ 10 Xy =Xy = 1. 3.48. ~(x yEs
3.51. ‘x y‘ < (= xﬂxiyz = 0. 3.50 x :; Oy < 1).
3' ' x2< ¥yl = x2+y* = 0. 3.52. ,xf:ovy =0
A3 Xyt = Ovx = x 3.54. y2:2y\/(§ 28’)' ‘

3.55. x3+1 > 0.
Znalezé wykresy *
y funkcji zdanio : |
. T WYCh Z . y
kresem zmiennosci jest zbior £ (zad. 3 5611-1;6161;1)}(.011 x, y 1 z, ktorych za-

< I.
3.58. x4y = 3.57. x+y = z.
y ]' 3-59. _X,'2+y2 g 1-

)

76 {dys eses
funkcja spelnialng.

I ' @(Xl, sv e

-. £ Jest speinialna.

T { (CURITLL Jto w
. o4 twierdzenia odwrotnego
P(x, y, 2), O V>

'''
_____

oili D(ays +or» dn) jest

3.60. x2+y° < 4nlz) <L 3.61.

x| < 1'/\\yl < I A\Z

3.62. x2+y* = z2. x
pelnia funkcig sdaniowa P(Xy, -
Teéli istnieja takie s ...

vy n) mOwWIMmy, z€ S

O ukladzie <a;; .-
~daniem prawdziwym.

a) speinia P(Xy5 -

3.63. Dowiesc,
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

3.64. Dowiesc, Z€ fun
gdy funkcia @ jest falszywa.

funkcja nie jest

3.65. DowiesC, Z¢ je
x) i X;#0da ] <
to jest ona @elnialna. |
3.66. Dowies¢, ze fun

i tylko wtedy, gdy -albo funkcia P(x),
- 3.67. Dowiesé, ze fun

i tylko wtedy, gdy obie funkcje
Czy takie samo twierdzenie jest praw
3.68. Dowiesé, z¢ funkcja
wtedy 1 tylko wtedy, gdy d(x) jest
Czy takic samo twierdzenie jest praw

3.69. Kiedy speinialna je
1.70. Dowiesé, ze jesli X
kres funkcjl ~ @(x) jest r0Zny O

3.71. Dowiesc, 7€ j€

3.72. DowiescC
~ Zakladajac, ¢ d(x, ¥, 2)s
o zmiennych X, ¥ Z, wskazaé zmiennc W

pujacych eormutach (zad. 3.73- 3.85):
373, A D(x, Y, D)
. 3.75.  ®(x, ¥, 2)-
3.77. [V A PLX, )5 2)] = ¥(x, ¥, 2)-
x ¥

., Xy, 1O funkcie P(xy1, -
7e wWykres funkcjl zdaniowe)
kcja @ nie jest spel

i Xy, eves Xn 58 zakresaml
< n, to jesh funkcja @

kca @(x, y) = P(x)V
albo funkcja P(y) jest s

kcja O(x,y) = P(x) AP () jest speinialna wtedy

d(x) 1 P(y) sa spetnialne. |
dziwe 1 dla funkcji @(x) 1 Pix)?

) = Y(y) nie jest spelnialna

jest zakresem zmien
d X wtedy 1 tylko wtedy, gdy

&1 D(Xqs vees Xn) L W (Xgs eees Xn)
smiennosci zmienny
. ¥ sa identyczne.
do dodanego W zadaniu 3.71.
zysg i unkcjami zdaniowymi
wigzane W naste-

olne i zmienne Z

3.74. NN\ d(x, y; zZ).
x ¥
376, \V DX, Y Z).

3

| < 1.

e Xn)

a,,

., x,) nazywamy

¢ jest zbiorem pustym

smiennosci unkcj
jest prawdzjwa,

Y(y) jest speinialna wtedy
peinialna.

sq takiml funkcjami,
ch &(ay, ...

, dn) <
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3.105. Av1—x2 = y.

. 3.78 /\ /\ d)(x ¥, z)/\ V IP(_)L ¥, Z). -. o | ™ \/ 2 .
i 3.1 \/ ] —x° =Y.
H': /\ 0053 )= {\/(\/ Y(x 3, 2)A A O, , 7))} B | 3.106. \/ (x2+2ax+b =AY > 0)

-~

3.80. V[P(x,y,z) = qf(x X, "
= y)] = {v v [@(x X, ¥) A O(x,
' y,y)]} 3107 /\ Sn v < XxXAX <24 smy.
3.81. \/ (X < yVvXx <: z) ¢
. - _ . 0 .3.108, \/ siny < xXAx < 2+ smny.
S 3-82. V /\ [(x <y =Ex<2)alz<y)] - o L : - 3.1009. \/ t —4n < x < lﬂ:
- 3.83. /\ (XIYAxlz = x|z). ’ ' | 5% > yn =i
L . ' S | B 110. /\ tg x > yA—31 < XAX < 3T

X

3 84. (/\ V X < J’)‘V(x < Z) ¥ |
| ' 3.111. \/ x = z-SINZAY = Z*COSZ.
kcja zdaniowa okreslong dla liczb
tryczny Operacjl prowadzqcych od
t@pujzgcych funkci:

3.83.. \/(X<xvx<z) | | -
- o Nicch @(x, ) bedzie fur

§ - rzeczywistych. Jaki jest sens geome
L wykresu funkcji @(x, y) do wykreséw nas
a) N 3)(x,), b) v o(x,y), © /\ d(x,y), ) v P(x, ).

o

386 Nlech d(x) bed
¢dzie funkcja zdaniowa ok
= {a,, ...,a,}. Dowiess, ze a reslonab na zblorze_

a) /:;C\ @(JC) <> (@(al_) A @(gz) Ao A @(an))?
7¢ dla dowolnej funkcy zdaniowe] qf?(x y) ]esh ktory-

b) V9 < (Bla) v - N3
(@) v B(ay)V...v (). : | 3.113. Dowies,
. K y) nie jest zbiorem pustym,

o 87 Niech @(x) 1 ¥(x) beda funkqam1 zdamowyml okreslonymi na kolwiek z wykreséw funkcji \/ cD(x Y)s \/ P(x,
orze 4 = {ay, ..., a,}. Dowies¢, ze 4
E _jto @(x, ¥) Jest spelmalna

a) N @ s .
' £ dla liczb naturalnych Za 1ch pOmMOca,

ey 4 (a])/\@(a])]v[W(‘IZ)"\@(%)]V"- v [g" (an) A D(an)]}. . arytmetycznych takich jak x+y, X, symb
Zakladajac, - - §  gicznych, zapisac nastepujace funkcje zdanio
Jacych funkji;l z?alzoi;clf gjzb?i?% Zﬁlor % mmalexc wykresy nastepu- B 3.114. x jost liczba parzysta.
3.88. \/xz 12 = 1. D:. _ | ] ~ 3.115. x jest sumg kwadratow dwu liczb naturalpych.
: | 389, Vx-y=1 5 3.116. x jest liczba pierwsza.
3.90. /\x2+y L. * 391, Vx-y = 1. o "‘ - '3.117. x nie jest liczba pierwsza.
3.92. \/x y ;_L 1. ' N ' § 3118, x jest najmniejsza wspolna wielokrotnogcia liczb. y i z.
| 393 Axry <. .: o319, x jest najwigkszym wspOlnym dzielnikiem liczb y 1 z.
3.94, \/x y<1t. 3.9 /\x2+1. < | 3.120. x przy dzieleniu przez 4 daje reszi¢ 1 lub 2.
s 3.121. Kazda liczba przy dzieleniu przez 2 daje resztg 0 lub 1.
& 3.122. Pomiedzy liczbami n 1 2n istnieje co najmnie] jedna _hczba,

3.98. /\ \/x2+y = 22 3.99, \/ AX-y =z i pierwsza (tw. Czebyszewa)
3.100. /\ \/(x < 2)A(z < | | B & " 3.123. Llczby x i y maja takie same dZ1elmk1
| 3.102, 2 . % ~ 3101, i\i\x2+y *> z. ~ . -3.124. Kazda liczba meparzysta wicksza od 3 rozklada sic na sumeg
i ¢ \/(x +y2 = Dv(x < x).  3.103. V(x-y=DA(x = x) " dwu liczb pierwszych (hipoteza Goldbacha).

x £ 3.125. Kazde trzy liczby maja najmniejsza wspolnac wielokrotnosc.

E .
§
o _* = ! b
;i . - I,':'i:"-'ll.' ",‘al" : L
13 - - A
: i . a‘ll.":“‘ i :r-'l " -. ,
. :I - S ‘-_ . L
' T . .
o 3 3t
.. " - ._ ' ' 'l

y beda funkcjami zdaniowymi okre§lonymi
korzystajac z¢e znanych operacjl
oli dla liczb oraz symboh lo-

we (zad.3.114-3.128):

N o |
96. \/x +y?2 = z2 _ 3.97. /\x2+y ;ézﬂ

AL N R LA
ey ‘__"'Tl‘-' A ‘” bl 1 SRt - _.-. 1) 1 g o oY e . -
aE, i -q—r-l—-'la-.—lf-.-nfn- ==y = —EpriTE. pEfiyivet ey ) "' TR me——




3.126. Kazde dwie liczby maja najwigkszy wspolny dzielnik.

3.127. Nie istnieje najwicksza liczba naturalna.

3.128. Nie istnieje najwigksza liczba pierwsza. |

W odroznieniu od zalozen czynionych poprzednio przyjmijmy teraz,
ze zmienne w funkcjach zdaniowych x =y, x <y i x <y przebiegaja
- zbior liczb rzeczywistych. Korzystajac z tych funkcji oraz ze znanych
operacji arytmetycznych, takich jak x+y, x°, x - y, |x| itp. zapisac za po-
mocg symboli logicznych nast¢pujace formuly (zad. 3.129-3.135):

3.129. Nie istnieje liczba, ktérej kwadrat byiby mniejszy od zera.

3.130. Funkcja f(x) ma dokladnie jedno miejsce zerowe.

3.131. Migdzy dowolnymi dwiema liczbami rzeczywistymi 1stnieje
trzecia.

3.132. Nie istnieje najwigksza liczba rzeczywista.

3.133. x nie jest kwadratem zadnej liczby rzeczywiste;.

3.134. y jest pierwiastkiem stopnia co najwyzej trzecwgo Z pewnej
liczby rzeczywistey.

3. 135.7 f(x) jest funkcja malejaca.

Przy zalozeniach czynionych uprzednio, majac dodatkowo funkcie
zdaniowa ne A" (n jest liczba naturalna) zapisac za pomoca symboli lo-
gicznych nast¢pujace formuly (funkcje zdaniowe) (zad. 3.136-3.150):

3.136. Ciag {ax} jest rosnacy. _

3.137. Ciag {an} przyjmuje wartosci dodatnie.

3.138. Ciag {an} jest zbiezny.

3.139. Ciag {an} jest ograniczony.

3.140. Ciag {ax} jest od pewnego miejsca staly. N

3.141. Jesli ciag {an} jest od pewnego miejsca staly, to jest zbiezny.

3.142. Jesli ciag {an} jest ograniczony, to zawiera podciag zbiezny
do pewnej liczby rzeczywistej.

3.143. Funkcja f(x) jest ciagta w punkcie x,,.

3.144. Jesli funkcja f{(x) jest ciagla w przedziale domknietym {a, b,
to jest ograniczona.

3.145. Funkcja f(x) jest w przedziale {a, b> jednostajnie cié;gla.
3.146. a jest kresem gornym liczb ze zbioru .
3.147. a jest kresem dolnym liczb ze zbioru 4.

3.148. Jesli f(x) jest ciggla w przedziale (a, b, to osigga w tym prze-
dziale kresy.

32

3.149. Tesli f(x) 1 g(x) sg funkcjami ciaghymi, to 1 funkcja f(x) g(x) tez
jest funkcja clagla.

3.150. Jesli f(x) 1 g(x) sa funkcjami jednostajnic ciaglymi, to funkcja
f(x)+g(x) tez jest jednostajnie ciagla.

Udowodnié, ze nastepujgce wyrazenia sa

tvfikatorow (zad. 3.151-3.159):
y 3.151. ~ \/ D(x) <> /\ ~@(x) (prawo de Morgana).

tautologiami rachunku kwan-

3.152. ~ /\ P(x) < \/ ~P(x) (prawo de Morgana)
3.153. \/ /\ d(x, y) = /\ \/ d(x, ¥)-

3.154. \/ [di(.x)v ‘P(x)]-r:# \/ P(x)V \/ Y(x).
3.155. V [P(x)A Y (x)] = \/ D(x) A \/ ¥ (x).

3.156. /\ [P(x) AV (x)] < /\ @(x)/\/\ P(x).

3.157. /\ D(x)V /\ Y(x) = /\ [t;P(x)VT(x)]

3.158. /\ [DP(x) = ‘P(l)] = [/\ d(x) = /\ Y(x)].
3.159. /\ [P(x) <> ¥(x)] = [/\ P(x) < /\ Y(x)]

Zakladajac, ze funkcja zdaniowa ¥ nie zawiera x jako zmienne; \tm;illrzaej
dowieéé. ze nastepujace wyrazenia sa tautologiamt rachunku kwanty

torow (zad. 3.160-3.166):
3.160. (/\ V)<= V.

3.161. /\ UOMIENON

. 3.162. EP'/\ \/ d(x) = \/ [‘P/\@(x)]

| 'f'} 3163 [V = A @] = A [V = 9(3)

| 3.164. [V = \/ H(x)] = \/ ¥ = &(x)].

| 3.165. B(x) = V] = /\ (B(x) = ¥].
[

3.166. ,\ O(x) = V] = \/ [d(x) = ¥]

Sprawdzi¢, czy nastgpujace formuly sa tautologiami (zad. 3.167-3.177):
3.167. /. P(x) = A D(2).

3.168. 1 [Dx)v ()] = A E)V A PE).

3 _ FElementy logiki i teoril mnogoscl



3.169. /\ \/ d(x, y) = \//\ P(x,).

3.170. \/ dﬁ(x) A \/ SF(x) = V [P(x) A P(x)].
3.171. /\ [@(X)ﬁ- A F(x)] = /\ [D(x) < Y ()]
| 3.172. A [D(x) = /\ Y(x)] = /\ [D(x) = Y(x)].
- 3.173. \/ [P(x) = lP(x)] => [\/ @(x) => \/ Y(x)].
3.174. /\ /\ O(x, y) = /\ t;D(x x).
- 3.175. \/ \/ D(x, y) = \/ d(x, x).
3.176. [(Ii(x) = /\ di(x)]

3.177. /\ [V (x) = B()].

Niech Ax; oznacza zbic’)r zdan postaci:
D) A [B) = PRI = [A 9@ = A Y]
b) A O) = (), x

) /\/\ D(x, y) = NN 2, 7))
; .
) /\ /\ D(x, y) = /\ @(x x) o ile @ nie zawiera Zzadnego kwantyﬁka—-

tora, k
g (;0;}! wigze zmlemii:ac x i w ktorego zasiegu jest zmienna wolna
/\ ® o ile @ nie zawiera zmiennej wolnej X, "

f) /\ [@(X) = Y(x)] = [V ¢(x) = V ¥(x)],
g) @(XJ =V D(x), x x
h) \/\/ D(x, y) = \/\/ D(x, ),

1 fP .
1) \/ (X, x) =V \/ d)(x y) o ile @ nie zawiera mdnego kwanlyﬁka-

X Xy

_E

@ ::. .- . ' - L
j) \/ ¢ o ile ¢ nie zawiera zmienne] wolnej x
2

X

oraz wszystkie zdani St ; ' '
o dyst klt? zdania, ktore mozna uzyskaé z tautologii rachunku zdaf
odsta N ) ' an
b k\};am ﬁ‘;weme za zmienne zdantowe dowolnych wyrazen 1 poprzedzenie
. yfikatorami duzymi wigzacymi wszystkie' zmienne wolne

Tak okreslon Te :
y zbior Ax; jest syste Al v e f K
kwantyfikatorow. L ystemem aksjomatow dla rachunku
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¥z tak wzbogaconego zbioru mozemy udowod

5 . Aﬂ@#Vﬂ@

$ mamy znow tautologig.

-~ w kolejnych’ krokach dowodowych (zad. 3.183-3. 189):

l - Formuta @ Jt’:‘:St for rnu}a

M -.'n_.,r;' Lo ot
-u ] -4 WIS N - .
s
- L LR "

R o _:. & A

"B ]

. m . Wh : L AL PR . .

- T - . .

B R |'||' oy f
1 _: :'.7-_-:1 i I |I |_..__'.-I"l A k .
il + 1 O ',

1 = ! '1' 'F' ! 'L ' '

3.178. Stosujac taka metodg jak w zadaniach 3.151-3.166 dowiesc,
7e formuly b-j s3a tautologiami rachunku kwantyfikatorow.

3.179. Stosujac reguly wnioskowania (patrz rozdz. 1) wyprowadzi¢ z Axy

formuly z zadan 3.151- 3.166.
3.180. Dowieéé, ze nie jest konsekwencja Axy

N\ P(x) = \/ O(x).

nastepujace zdanie:

3.181. Dowieéé, ze uzupeiniajac zbiér Axy jeszcze jednym zdaniem

§  typu |
- \/ [B(x) < P(x)],

nic zdanie

------

: -. Uwa ga. Zb 10T
g rachunku kwam‘yﬁkatmow w dziedzinie niepustej.

*3.182. Dowies¢, ze jesli w formule ¢ bedace] twierdzeniem rachunku

kwantyﬁkatorow (tautologia) zastapimy wszystkie kwantyfikatory przez
~ kwantyfikatory ograniczone do pewnej funkcji zdaniowej ¥(x), 10 Otrzy-

Ax; Z dodanym zdaniem V [cb(x)-@- @(x)] nazywamy

X

t  aksjomatyk

------

wskazaé¢ z jakich regul

Przeprowadzi¢ dowody ponizszych twwrdzen
fikatorow korzysta si¢

wmoskowanm i jakich tautologil rachunku kwanty

3.183. Kazda liczba naturalna ma przynajmnie jeden dzielnik, ktory

; Jest liczba pierwsza.

i 3.184. Miedzy dowolnymi dwoma
§ cia, rozna od nich. -

B 3.185. Nie istnieje najwicksza liczba rzeczywista. l-

3 186. Kazda funkcja jednostajnie mqgla jest ciagla.
| polna melokrotnosc

liczbami rzeczywistymi istnieje trze-

3.188. Dla dowolnego D 1

3,189, W kazdym trojkacic istnieje punkt réwnoodlegly od wszystkich .

I'H.!lfl.

- bokow.
elementarng (atonowa), jezeli nie jest postacl

spOJnikow logicznych, ani tez postaci

§ 9. 0., gdzie - oznacza jeden ze




