12. WYKEADY 12 1 13: RACHUNEK A. RACHUNEK KOMBINATOROW, TYPY PROSTE I IZOMORFIZM
CURRY-HOWARDA.

Zdefiniujemy teraz system C'L (beztypowego) rachunku kombinatoréw, zwany takze logika kom-
binatoryczng, chociaz ta druga nazwa jest nieco mylaca. Zbior terméw C definiujemy jako na jmniejszy
zbior o nastepujacych wiasnosciach:

e Zmienne przedmiotowe nalezg do C,
e State K i .S naleza do C,
e Jesli F,G €C, to (FG) eC.
Konwencje nawiasowe sg takie same jak dla terméw rachunku A. Podstawienie w C'L definiujemy
podobnie jak dla rachunku A, ale tatwiej, bo nie ma zmiennych zwigzanych.
o rjx :=F|=F oraz ylv .= F] =y dlay # z,
o K|z :=F|=K oraz S[z:= F] =5,
e GH[z := F| =G|z := F|H[z := F|.
Relacje stabej redukcji w zbiorze C definiujemy jako najmniejsza relacje —,, o wlasnosciach:

e KAB —,, A dla dowolnych A, B,
e SABC —,, AC(BC) dla dowolnych A, B, C,
e Jesli A —,, B, to AC —,, BC oraz CA —,, C'B, dla dowolnych A, B, C.

Jak zwykle, symbol —,, oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji —,, , a =, (staba réwnos¢),
to najmniejsza relacja rownowaznosci zawierajaca —,,. Termy rachunku kombinatoréw nazywamy oczy-
wiscie kombinatorami. Zamkniete termy rachunku lambda przejety te nazwe od swoich odpowiednikow
w C.

Oto kilka waznych kombinatoréw i zwiazane z nimi redukcje:

e Niech I = SKK. Wtedy IF —,, KF(KF) —,, F dla dowolnego F.

e Term 2 = SII(SII) redukuje si¢ sam do siebie.

e Niech W = SS(KI). Wtedy WFG —,, FGG dla dowolnych F,G.

e Niech B = S(KS)K. Wtedy BFGH —,, FF(GH), dla dowolnych F,G, H.

e Niech C' = S(BBS)(KK). Wtedy CFGH —,, FHG dla dowolnych F, G, H.
e Niech B’ = CB. Wtedy B’ FGH —,, G(FH).

e Niech 2 = SB(SB(KI)). Wtedy 2FG —,, F(FG).

System C'L, jako system redukcyjny, ma wlasnosci podobne do rachunku A. Na przyktad prawdziwe
jest twierdzenie Churcha-Rossera, a takie wtasnosci jak normalizacja, silna normalizacja, czy réwnosé, sa
nierozstrzygalne. System C'L ma bowiem podobna site wyrazu — mozna w nim na przyktad zdefiniowaé
liczebniki i reprezentowaé¢ funkcje czeSciowo rekurencyjne. W istocie, logika kombinatoryczna zostata
wynaleziona przez Curry’ego i Schonfinkela niezaleznie od rachunku lambda i mniej wiecej w tym samym
czasie, ale w gruncie rzeczy w podobnym celu.

Podobienstwo pomiedzy CL i rachunkiem A mozna wyrazi¢ definiujac translacje

(Ja:C— Aoraz ()c: A — C.
Pierwsza z nich jest tatwa:
o (x)p=zdlazeV,
o (K)p = A\zy.x,
o (9)p = Avyz.xz(yz),
o (FG)p = (F)A(G)a.
Nastepujacy tatwy fakt wyraza poprawno$c¢ tej translacji ze wzgledu na redukcje.
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Stwierdzenie 1. (1) Jesli F —,, G, to (F)x —p (G)a.
(2) Jesli F' —w G, to (F)A =8 (G)A

Stwierdzenie to mozna odczytac tak: translacje ()4 mozna uwazac za przeksztatcenie z C/—, do A/_,,
czyli za morfizm z teorii réwnosciowej C'L do teorii rownosciowej A. Dowdd wynika wprost z definicji.
Aby okredlié¢ translacje ()¢ : A — C musimy przede wszystkim zdefiniowaé w C'L konstrukecje (zwana
kombinatoryczna abstrakcja), ktora zachowuje sie tak jak abstrakcja. Mozna to zrobi¢ na kilka
sposobow, na przyktad tak:
o N'o.'=KF  gdy x ¢ Fy(F),
o Nr.x=1,
o V'o.F'G = S(\'z.F)(Nx.G), w przeciwnym przypadku.

Stwierdzenie 2. (\*z.F)G —,, Flz := G].
Dowod pozostawiamy jako proste ¢wiczenie.

Whniosek 1 (kombinatoryczna zupeosé). Dla dowolnych x i F istnieje takie H |, Ze dla dowolnego G
zachodzi HG —,, Flz = G].
Teraz mozemy zdefiniowaé translacje ()¢ : A — C:
o (z)c=xdlazeV,
o (MN)¢ = (M)c(N)ec,
o (A\z.M)C = Xuz.(M)C.
Stwierdzenie 3. Dia dowolnego M € A zachodzi ((M)C)a =g M.

Dowdd. Najpierw nalezy pokaza¢ (Nz. M)y = Ax(M)a, przez indukcje ze wzgledu na M. Nastepnie
jeszcze raz stosujemy indukcje ze wzgledu na M. U

A zatem translacja ()y wyznacza przeksztalcenie “na” z ilorazu C/—, do A/, . Ponizszy wniosek
stwierdza, ze termy K i S stanowig baze dla rachunku \.

Whniosek 2. Kazdy zamkniety A\—term mozna otrzymad (z doktadnoscig do =g) z terméw K i S przez
stosowanie aplikacji.

Dowo6d wynika wprost z poprzedniego stwierdzenia.
Niestety, operacja ()¢ nie ma tak dobrych wlasnosci jak translacja ()4. Nie mozna jej uwazaé za
morfizm teorii réwnosciowych.

Stwierdzenie 4. Zlozenie (()a)c nie jest identycznoscig. Na przyktad ((Kpa)e = S(KK)I #, K.
(1) Z réwnosci M =g N nie wynika (M)c =, (N)c. Na przyktad \e. K1z —g Axl, ale (Ae.KIzx)e =
S(K(S(KK)II)I =, S(K(KI)I #, KI = (Ax)c.
A zatem ”"staba” réwnos¢ jest w istocie silniejsza niz =3. Przyczyna tego jest to, ze kombinatoryczna
abstrakcja A\* nie spetnia warunku stabej ekstensjonalnosci ze wzgledu na =,
M =N
Av.M = \x.N’

W istocie
Nao. Kle=S(K(KI))I #, KI =X,
chociaz KIx —,, I.
Mozna to poprawi¢ kosztem wprowadzenia ekstensjonalnosci. Niech =.,; bedzie najmniejszg relacja
rownowaznosci w C , taka ze:



o Jedli G =, H,to G =,y H,
o Jedli Go =y Hrix ¢ Fy(G)U Fy(H), to G =t H,
o JeSliG =, G' ,to GH =.,, G'H i1 HG =.,; HG'.

Stwierdzenie 5. (1) Dla dowolnych G, H € C, warunki G =, H @ (G)x =3, (H)a sq réwnowazne.
(2) Dla dowolnych M,N € A, warunki M =g, N i (M)¢ =cut (N)c s@ réwnowazne.
(3) Rownanie ((G)a)ec =ext G zachodzi dla dowolnego G € C.

Omoéwimy teraz pokrotce pojecie typu. Przyjmijmy, ze mamy pewien niepusty zbiér typoéw ato-
mowych, ktéry oznaczymy przez TV. Typy atomowe nazywamy tez zmiennymi typowymi. Typy
definiujemy indukcyjnie:

e Typy atomowe p, q, 7, ... sa typami,
e Jedli 0 i 7 sa typami, to 0 — 7 jest typem.

Zbior wszystkich typow oznaczymy przez T . Stosujemy taka konwencje, ze strzatka jest taczna w prawo,
tj. napis 0 — 7 — p oznacza 0 — (T — p). Zauwazmy, ze kazdy typ mozna zapisaé jako o — ... —
on — P, gdzie p jest typem atomowym.

Otoczenie typowe to czesciowa funkcja ze zbioru zmiennych przedmiotowych w zbior typéw. Taka
funkcje utozsamiamy ze zbiorem par postaci (x : 7) gdzie x jest zmienng przedmiotowa a 7 jest typem.

Napis I'(z : 7) oznacza to samo co I'[x +— 7], a wigc ['(x : 7) powstaje z I' przez dodanie deklaracji
x : 7T poprzedzone usunieciem deklaracji (x : I'(x)), jesli byla w I'. Zauwazmy, ze jesli I' C I”; to
I'(z : 7) C I(x : 7). Przez rachunek lambda z typami prostymi (w wersji Curry’ego) rozumiemy
system przypisania typoéw A_, o nastepujacych regutach:

IMNx:o)Fax:0o’

MNx:o)FM:7
'E(MaM):0c—71’

oraz

''-M:0-7T'FN:o
' (MN):7
Aby dany term mogt mieé przypisany typ w otoczeniu I', konieczne jest jednoznaczne przypisanie
typow wszystkim jego podtermom. Dlatego dobrze otypowany term mozna sobie wyobrazaé¢ jako term
z adnotacjami typowymi ”w stylu Churcha”. Takie adnotacje stosuje sie czasem nieformalnie w formie
gérnych indekséw. Na przyktad napiszemy (Az?.N7)P? : 7, zeby zaznaczy¢ jaki typ uzyty zostal dla x
w wyprowadzeniu osadu (Ax.N)P : 7.

Lemat 1 (o generowaniu). (1) JesliT' = MN :0,toI'FM:7— o0 i’ N:7 dla pewnego 7.
(2) Jesli I' - x : o, gdzie x jest zmienng, to o = I'(x).
(3) JesliT' - XaM : o, to o = p— T dla pewnych p i T, takich ze U'(x : p) = M : 7.

Lemat 2 (ostabianie). JesliI'+ M : 0 orazT C TV, toT"+ M : 0.

Dowad. Latwa indukcja ze wzgledu na wyprowadzenie I' = M : 0. U
Lemat 3. JesliI'(z: o) M :7 orazT'H N :0, toT' - M[x := N]: 7.

Dowad. Indukcja ze wzgledu na M. Korzystamy z lematéw o generowaniu i ostabianiu. O

Whniosek 3 (poprawnosé¢ redukeji). Jesli I'= M : 7 oraz M —g, N, to ' N : 7.
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Dowdd. Indukcja ze wzgledu na definicje —g,. Przypadek M = (Az.P)Q —3 Plz := Q] = N wynika z
ostatniego lematu. O

Udowodnimy teraz twierdzenie o normalizacji dla terméw z typami: kazdy typowalny term ma postac
normalng. Zaczniemy od odpowiedzi na nastepujace pytanie: jakie nowe F—redeksy moga powstaé w
termie na skutek wykonania jednego kroku [—redukcji? Jesli term przedstawimy w postaci grafu, to
kazdy redeks jest wyznaczony przez krawedz skierowang w lewo od @ do A:

(1)

l

@

s

AT (4)

Usuniecie tej krawedzi powoduje powstanie bezposrednich potaczen od wierzchotka (1) do (2) oraz od

(3) do (4):

(1)

CINN)

Uwaga: Obrazki te sa nieco uproszczone. W istocie zamiast jednego wierzchotka (3) mamy ich tyle ile
jest wystapien zmiennej x w podtermie zaczepionym w punkcie (2).
Powstanie nowego redeksu jest mozliwe, gdy na skutek skrécenia poltaczen pomiedzy (1) i (2) oraz (3)
i (4) powstanie krawedz taczaca bezposrednio wierzchotek typu @ z wierzchotkiem typu A. Moze sie to
zdarzy¢ na 3 sposoby:
(1) W pozycji (1) jest wierzchotek typu @, a w pozycji (2) jest wierzchotek typu A. Mamy wtedy
podterm postaci (AxAyQ)N P, ktory redukuje sie do (A\yQ[z := N])P.
(2) W pozycji (3) jest wierzcholek typu @, a w pozycji (4) jest wierzchotek typu A, tj. podterm
(Ax...xP...)(AyQ) redukuje sie do ... (A\yQ)P...
(3) Wierzchotki (2) i (3) sa sklejone w jeden, w pozycji (1) jest wierzchotek typu @, a w pozycji (4)
jest wierzchotek typu A. Tak jest w przypadku podtermu (Azz)(AyQ)P, ktéry redukuje sie do
(A\yQ)P.

Oczywiscie na skutek redukcji moze takze doj$¢ do zwielokrotnienia redekséw juz istniejacych.



Twierdzenie 1. Jesli I' = M : 7 to M ma postaé normalng.

Dowaod. Rozwazamy pewne ustalone wyprowadzenie osagdu I' = M : 7. To wyprowadzenie jednoznacznie
okresla przypisanie typow dla wszystkich termow, ktore mozna otrzymac z M w drodze redukcji. A zatem
mozemy bez obawy nieporozumienia stosowaé adnotacje typowe w formie indeksow. Rangg redeksu
(Az?.P7)Q° nazwiemy dtugos$¢ typu o — 7 , czyli typu przypisanego abstrakcji (Az.P). Ranga termu
to maksymalna ranga wystepujacych w nim redeksow.

Dowdd twierdzenia przebiega przez indukcje ze wzgledu na dwa parametry (n,m), gdzie n jest ranga
termu M a m jest liczba redeksow rangi n wystepujacych w M. Wystarczy udowodnié¢, ze na skutek re-
dukcji odpowiednio wybranego redeksu w M para (n, m) musi sie (leksykograficznie) zmniejszy¢. Wybraé
nalezy redeks rangi n potozony (zaczynajacy sie) na jdalej jak to mozliwe na prawo. Przy takiej redukcji
zwielokrotnieniu moga ulec tylko redeksy mniejszej rangi (potozone na prawo). Pozosta je zauwazy¢, ze
nowe redeksy powstajace w wyniku naszej redukcji tez musza by¢ rangi mniejszej od n. Mamy bowiem
trzy wezedniej wspomniane mozliwosci:

(1) Az*\yP.Q")NPP — (\yPQ[x := N]?)PP.
(2) Az aPr L )P (\yeQY) — . (AyeQN)P. ..
(3) (Azo~22=P) (A\y"QP) P> — (\y"Q°) P,
W kazdym z przypadkéw nowy redeks jest mniejszej rangi niz redeks wyeliminowany:

(1) Abstrakcje typu o — 3 — ~y zastapiono przez abstrakcje typu f — 7.
(2) Abstrakcje typu (o — «v) — [ zastepiono przez abstrakcje typu a — 7.
(3) Abstrakcje typu (a — ) — (o — () zastapiono przez abstrakcje typu (o — ().

O

Twierdzenie o normalizacji mozna wzmocnic¢: term rachunku lambda z typami redukuje sie zawsze
do postaci normalnej, niezaleznie od przyjetej strategii. Inaczej méwiac, wszystkie termy z typami maja
wlasnosé silnej normalizacji (SN). Moralny sens tego faktu jest taki: statyczna kontrola typéw gwarantuje
terminacje obliczenia niezaleznie od kolejnosci ewaluacji. Program z typami moze sie zapetli¢ tylko wtedy,
gdy jaki$ jego sktadnik jawnie na to pozwala (np. zawiera on petle, rekursje itp.).

Metoda dowodu silnej normalizacji (computability method ) pochodzi od Williama Taita i bywa
stosowana takze dla dowodu innych wtasnosci jezykéw z typami. W istocie polega ona na konstrukcji
pewnego syntaktycznego modelu dla typow prostych. Niestety, ramy czasowe tego wyktadu nie pozwola
nam na omoéwienie w szczegotach modeli dla rachunku A, odnotujemy wiec tylko twierdzenie bez dowodu:

Twierdzenie 2 (silna normalizacja). Jesli I' = M : 7 dla pewnych T i T to term M jest silnie normali-
zowalny.

Mozemy teraz (nareszcie!) opowiedzie¢ o izomorfizmie Curry-Howarda. Typy proste mozna utozsamiaé
z formutami zdaniowymi zbudowanymi z atoméw (zmiennych zdaniowych) za pomoca samej implikacji.
Ta analogia nie jest przypadkowa, bo reguty wyprowadzania typéw odpowiadaja regutom wnioskowania:

oko’

ok r

a——
oraz
I'Fro—71I'Fo

I'kFr1
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Reguty te otrzymaliSmy przez wytarcie z regut systemu A_, wszystkiego co dotyczy termdéw i pozosta-
wienie tylko informacji o typach. Oczywiscie symbol I', wystepujacy w regutach wnioskowania, oznacza
po prostu zbiér formut. Logika okreslona tymi regutami to minimalna logika implikacyjna.

Jesli T' jest otoczeniem typowym, to przez |I'| oznaczymy zbiér formul {I'(xz)|z € Dom(I")}. Na-
stepujace twierdzenie wyraza w uproszczeniu odpowiednio$¢ nazywang czesto izomorfizmem Curry-
Howarda:

Twierdzenie 3. (1) Jesli ' M : 7 w systemie A_., to |U'| = 7 w logice minimalney.
(2) Jesli ' F 1 w logice minimalnej, to istnieje takie otoczenie typowe A, ze |A| =T oraz A+ M : 71
dla pewnego M w systemie \_..

Dowad. Latwa indukcja, ktéra pozostawiamy jako ¢wiczenie. O

W sensie ogdlnym, izomorfizm Curry-Howarda to wtasnie $cista odpowiednios¢ pomiedzy

e formutami i typami,
e dowodami i termami (programami).

Powstaje pytanie czy logika minimalna to to samo co implikacyjny fragment logiki klasycznej. Otoz
nie. Nastepujaca klasyczna tautologia, zwana prawem Peirce’a , nie jest twierdzeniem logiki minimalnej:
T=(p—q) —p —p
Mozna to tatwo stwierdzi¢, korzystajac z prostej obserwacji: jesli istnieje term M typu 7, to istnieje tez
taki term w postaci normalnej. Pozosta je wiec zbadaéd, jak moze wyglada¢ zamkniety term typu 7= w

postaci normalnej i przekonac sie, ze nijak.

Na czym polega réznica? Logika minimalna jest konstruktywna. Implikacja w tej logice jest traktowana
jak typ pewnej funkcji. Dowod formuly postaci a — [ musi polega¢ na wskazaniu metody przeksztat-
cenia kazdego potencjalnego dowodu (”konstrukeji”) zatozenia o w poprawny dowdd formuty (. Nie ma
innego kryterium prawdy oprocz dowodu, w szczegolnosci nie wystarczy odwotanie do dwuwartosciowej
semantyKki.

Odpowiednio$¢ pomiedzy formutami i typami bytaby niepelna, gdyby nie rozciagala si¢ na spojniki
logiczne inne niz implikacja. W istocie nietrudno jest zinterpretowa¢ w tym duchu zaréwno koniunkcje
jak i alternatywe. Zacznijmy od przypomnienia regul naturalnej dedukcji dla tych spojnikéw.

TFoT k4
TrFoAy '
THoAY THOAYD
o ' TFg
TFo Tk
TFovy TFovey

F'Eovy o YEC
¢ '

Reguly te mozemy objasnia¢ w mysl tzw. interpretacji BHK (od nazwisk: Brouwer, Heyting, Kotmo-
gorow).

oraz

e Dowdd koniunkeji sktada sie z dowodéw jej sktadowych, jest wiec (uporzadkowana) para dowo-
dow,
e Dowdéd alternatywy to dowdd jednego z jej cztonéw (ze wskazaniem ktérego).
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A zatem koniunkcja odpowiada iloczynowi kartezjanskiemu (rekordowi) a alternatywa sumie proste;
(wariantowi). Wprowadzanie koniunkcji to tworzenie pary, a eliminacja koniunkcji to rzutowanie:

TFM:¢TFN:e
TF (M,N):¢A¥

oraz

'EM:oNYy TEM:pANY
FEm(M): ¢ Thm(M): ¢
Wprowadzanie alternatywy odpowiada tworzeniu obiektu wariantowego. Eliminacja alternatywy to
instrukcja wyboru:

'=M:¢ I'EM:q
F'Einl(M):¢Vvy' ThHinr(M): ¢V
Fr'EM:oVvVyliz:pEP:Cly:YvFQ:(C
'+ case M of [z|P,[y]Q : ¢
Dla tak rozszerzonego jezyka mozemy teraz postulowa¢ nastepujace redukcje. f—redukcje:
m((M,N)) — M, m({(M,N)) — N,
case inl(P) of [z|M, [y|]N — M|z := P],
case inr(Q) of [z]M, [y|N — Ny := Q).

oraz

n—redukcje:

(m (M), mo(M)) — M,
(caseM of [z]inlz, [y]inry) — M.

Moéwimy tu o G i 1 redukcjach przez analogie z redukcjami dla implikacji. § redeks odpowiada wpro-
wadzeniu spojnika, po ktérym natychmiast nastepuje jego eliminacja. Natomiast postulat n—redukcji
odpowiada zatozeniu, ze kazde wyrazenie danego typu opisuje pewien kanoniczny obiekt tego typu (funk-
cje, pare, wariant — ogdlnie rezultat operacji wprowadzenia).

Pozostaje sprawa negacji, ktora jednak mozemy zinterpretowaé jako specyficzng implikacje:

a=a—1
Symbol L oznacza falsz, ktory oczywidcie nie moze mie¢ dowodu. Nie ma wigc kanonicznych obiektéw
typu L — jest to typ pusty. Mamy jednak regute eliminacji fatszu:
'=M:1L
I'kes(M): ¢’
gdzie symbol €4) oznacza cud typu ¢. Skoro mamy rzecz, ktérej nie ma , to znaczy, ze mozemy z niej
zrobi¢ co zechcemy.

Reguly wprowadzania i eliminacji spojnikéw tworza system naturalnej dedukcji dla zdaniowej logi-
ki intuicjonistycznej. Logika minimalna to jej fragment implikacyjny. Zauwazmy, ze nie ma wsroédd
naszych regut zasady wnioskowania przez zaprzeczenie, np. takiej:

I—-¢FL
I'ko
Dlatego twierdzeniami logiki intuicjonistycznej nie jest zadna z formul postaci p V negp, ——p — p,
(=p — —q) — q — p, prawo Peirce’a, ani wiele innych praw logiki klasycznej.



