11. WYKEAD 11: RACHUNEK \. OBLICZENIA I OBLICZALNOSC.

Rachunek A jest systemem pozornie bardzo prostym. Abstrakcja i aplikacja wydaja sie trywialnymi
operacjami, i moze sie zdawac, ze niczego ciekawego nie da sie z nich uzyskaé¢. Okazuje sie jednak, ze sita
wyrazu tego rachunku jest tak duza jak moc obliczeniowa maszyn Turinga.

Zaczniemy od dos¢ paradoksalnej wtasnosci rachunku lambda. Kazde rownanie statopunktowe ma w
nim rozwiazanie. Odpowiedzialny za to jest na przyktad taki term:

Y = Af.(Ax.f(zx))(Ax. f(zz)).
Gléwna wlasno$é¢ termu Y jest taka: Dla dowolnego termu F zachodzi S-rownoscé:
(1) F(Y(F)) =5 Y(F).
Rzeczywiscie:
Y(F) =5 (Ax.F(xz))(Az.F(zx)) =g F(Ax.F(zx))(Ae.F(xx)) = F(Y(F)).
Termy o wlasnosci (??) nazywamy kombinatorami punktu statego.
Stwierdzenie 1. Dia dowolnego termu M istnieje taki term N, Ze N =g M|z := NJ.
Dowdéd. Wystarczy przyja¢ N =Y (Ax.M). O
Przyktady: (1) Istnieje taki term M, ze Mxy =3 MyxzM. Mozna przyja¢ M = Y (Amzy.myxzm).
Wtedy M =g Axy.MyxM, skad takze Mxy =5 MyxM.
(2) Istnieje taki term M, ze dla dowolnego N zachodzi M N =5 M NN, na przyktad M =Y (Amx.mzxx).
Teraz pokazemy jak w rachunku A mozna zinterpretowaé¢ pewne proste konstrukcje. Zaczniemy od

wartosci logicznych
true = Axy.x oraz false = \xy.y

i instrukcji warunkowej

if P then @ else R = PQR.
bLatwo sprawdzi¢, ze if true then @) else R —3 @) oraz if false then ) else R —3 R.
Nastepna konstrukcja to para uporzadkowana. Przyjmiemy
(M,N) = x.xMN;
m; = Arixe.x; dlat =1, 2.

Jak nalezy sie spodziewac, mamy

(M1, M2)m; -5 M,.
Zauwazmy jednak, ze nie zachodzi réwnosé

(M, Mmo) =5 M,

tj. nasza para uporzadkowana nie jest surjektywna .

Dodanie do rachunku lambda surjektywnej pary uporzadkowanej powoduje utrate wtasnosci Churcha-
Rossera. Oznacza to w szczegblnosci, ze w (beztypowym) rachunku lambda nie mozna takiej operacji
zdefiniowac.

Liczby naturalne reprezentujemy w rachunku lambda jako tzw. liczebniki Churcha:

cn = Az f"(x),
gdzie notacja f™(x) oznacza oczywiscie term f(f(...(z)...)), w ktérym f wystepuje n razy. Zwykle
zamiast ¢, bedziemy pisa¢ n, co jest mniej precyzyjne ale wygodne. Wiec na przyktad:

0= Afzx.x;
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1= MAfx.fx;

2=Az.f(fz),
i tak dalej. Zauwazmy, ze 1 =g, I, ale 1 #4 1.
Powiemy, ze funkcja czesciowa f : N¥ —o N (tzn. relacja f okreélona na iloczynie kartezjaniskim A x B,

gdzie A1 B sa dowolnymi zbiorami, taka ze kazdy element z A jest w relacji z najwyzej jednym elementem
z B:

Ya € A\V/bl, by € B(lfbl VAN CLbe = b = bQ)

jest definiowalna w beztypowym rachunku A (A-definiowalna ) jezeli istnieje term zamkniety F', spel-
niajacy dla dowolnych liczebnikéw nq, ..., n; € N nastepujace warunki:

o Jezeli f(ny,...,ng) =m, to Fny...ng = m;
e Jezeli f(nq,...,nk) jest nieokreslone, to F'n; ...n; nie ma postaci normalne;j.

Mowimy oczywiscie, ze F' definiuje lub reprezentuje funkcje f w rachunku A\. W przypadku, gdy
dodatkowo dla wszystkich nq,...,n; € N spetniony jest warunek

o Jezeli f(ny,...,ng) jest okreslone, to F'n; ...n; ma wlasnosé silnej normalizacii,

to powiemy, ze F' dobrze definiuje funkcje f , ktéra nazwiemy dobrze definiowalng. Kilka przyktadéw
termow definiujacych pewne funkcje podamy ponizej.
Przyklady:

Nastepnik: succ = Anfz.f(nfx);

Dodawanie: add = Amnfr.mf(nfx);

Mnozenie: mult = Amnfz.m(nf)z;

Potegowanie: exp = Amn fx.mn fx;

Test na zero: zero = Am.m(Ay.false)true;

e Funkcja k—argumentowa stale rowna zeru: Z, = Amy ... my.0;

e Rzut k—argumentowy na 1—ta wspolrzedna: II; = Amy ... mg.m;.

Przypomnijmy, ze funkcje czesciowo rekurencyjne tworza najmniejsza klase funkcji czesciowych
nad N zawierajaca funkcje bazowe:

e nastepnik, succ(n) =n + 1;

o rzuty, I1i(ny,...,ng) = n;;

e funkcje stale rowne zeru, Zy(ny,...,ng) =0,
i zamknietg ze wzgledu na sktadanie, rekursje prosta i operacje minimum. Na wszelki wypadek, przypo-
mnijmy tez znaczenie tych terminow.

(1) Funkcja f : N¥ — N powstaje przez sktadanie funkcji h : N — N z funkcjami g1,..., g, :
NF — N, gdy
e Dom(f) = {7 : 7 € Dom(g;) dla wszystkich i, oraz (¢g:(7), ..., ge(7)) € Dom(h)};
o f(11) = h(g1(7), ..., g¢(7)), dla dowolnego 77 € Dom(f).
(2) Funkcja f : N1 — N powstaje przez rekursje prosta z funkcji h : N¥2 — N i funkcji
g : N¥ — N, jezeli dla dowolnego n € N i dowolnego 7 € N¥ spelione sg réwnania
e f(0,7) = g(17);
hd f(n + 1>ﬁ> = h(f(TL?ﬁ)?n?ﬁ)a
przy czym rownanie uwazamy za speinione, gdy obie strony sa okreslone i réwne, lub obie strony
sa nieokreslone. Wartos¢ wyrazenia h(f(n, ), n, 1) jest okreslona wtedy i tylko wtedy gdy (n, ) €
Dom(f) oraz (f(n,n),n,n) € Dom(h).
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(3) Funkcja f : N¥ — N powstaje z funkcji h : N¥*! — N przez zastosowanie operacji minimum,
co zapisujemy f(77) = uy[h(7,y) = 0], gdy dla dowolnego 7 € NF:
e Jedli istnieje takie m, ze h(7, m) = 0 oraz wszystkie wartosci h(7, i) dla i < m sa okreslone
i rézne od zera, to f(7) = m.
e Jedli takiego m nie ma, to f(77) jest nieokreslone.

Klasa funkcji pierwotnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji catkowitych (tzn. po prostu
funkcji, ale zeby nie pozajaczkowaly nam sie z funkcjami czesciowymi uzywanymi w tym rozdziale,
bedziemy moéwili o funkcjach catkowitych) nad N zawierajaca funkcje bazowe i zamknieta ze wzgledu na
sktadanie i rekursje prosta.

Przyktady: Szczegdlne funkcje pierwotnie rekurencyjne to funkcja pary

(m+n)(m+n+1)
2+m

p(m,n) = ,
i dwie funkcje left i right . takie ze dla dowolnego n,
n = p(left(n), right(n)),

czyli funkcje odwrotne do funkeji pary.
Mamy nastepujace:

Twierdzenie 1 (o postaci normalnej Kleene’go). KaZdg funkcje czeSciowo rekurencyjng mozna przed-
stawié¢ w postact

f(1i) = left(uy[g (i, y) = 0]),
gdzie g jest funkcjg pierwotnie rekurencyjng.

Udowodnimy teraz, ze kazda funkcja czesciowo rekurencyjna jest definiowalna w rachunku \. Zaczy-
namy od najtatwiejszego.

Lemat 1. Funkcje bazowe sq lambda-definiowalne.
Dowéd. Wynika to wprost z jednego z dyskutowanych przyktadow. U

Lemat 2. Jesli funkcja catkowita f powstaje przez sktadanie A\—definiowalnych funkcji catkowitych, to
tez jest A—definiowalna.

Dowaéd. Wynika to wprost z faktu, ze mamy tu do czynienia z funkcjami! U

Lemat 3. Jesli funkcja catkowita f powstaje przez rekursje prostq z A—definiowalnych funkcji catkow:-
tych, to tez jest A—definiowalna.

Dowadd. Zatdézmy, ze f jest zdefiniowana rownaniami
fO,7) = g(7);
fn+1,17) = h(f(n,n),n,n),
i ze funkcje g i h sg definiowalne odpowiednio za pomoca terméw G i H. Zdefiniujmy pomocnicze termy

Step = Ap.(succ(pm ), H(pme)(pm1)21 ... Tpm);
Init = (0,Gzy...x,).

Funkcja f jest wtedy definiowalna termem

F = \xxq...x,,.xSteplnitm,.
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Ta definicja wyraza nastepujacy algorytm obliczania wartodci funkcji f : generujemy cigg par

(0,(10),(1,@1),...,(n,an),
gdzie ag = g(n1,...,nm), kazde a;11 to h(a;,i,ny,...,ny) oraz a, = f(n,ny, ..., ny). O

Whniosek 1. Funkcje pierwotnie rekurencyjne sqg A—definiowalne.

Poniewaz mamy twierdzenie Kleene’'go, wiec pozosta je juz (prawie) tylko pokazaé¢ A—definiowalnosé
funkcji okre$lonych przez minimum. Mozna do tego wykorzysta¢ kombinator punktu statego Y, rozwia-
zujac odpowiednie réwnanie statopunktowe. My to zrobimy troche delikatniej...

Twierdzenie 2. Wszystkie funkcje czesciowo rekurencyjne sqg A—definiowalne.

Dowdd. Niech f(@) = left(uylg(i,y) = 0]), gdzie g jest funkcja pierwotnie rekurencyjna. Na mocy
poprzedniego wniosku, zaréwno g jak left sa A—definiowalne pewnymi termami G i L. Okreslimy po-
mocniczy term

W = )\y.z’fzero(émy)thenAw.LyelseAw.w(succy)w.

Funkcja f jest definiowana termem
F = )\ZWOW.
Rzeczywiscie, przypusémy najpierw, ze uylg(i,y) = 0] = n, oraz left(n) = r. Wtedy mamy taki ciag
redukcji:
Fﬁ-»gWOW-»ngW—»g ﬁﬁWﬂWﬁ/@ In 3T,

gdzie W oznacza wynik podstawienia 77 na Z w termie W.

Jesli minimum jest nieokreslone, to znaczy, ze wszystkie wartosci g(7i, m) sa okreslone i rézne od zera,
bo funkcja g jest catkowita. Wtedy mamy nieskonczony cigg redukcji

Fit =5 WOW —5 WIW =5 ... =5 WnW —g ...
Ten ciag jest quasi-lewostronny, a zatem na mocy postaci normalnej nie ma. U

Co to wszystko ma wspolnego z maszynami Turinga...? Okazuje sie, ze “obliczeniowo” rachunek A jest
tak samo dobry. Przypomnijmy, ze (deterministyczna, jednotasmowa) maszyne Turinga nad alfabetem
A mozna zdefiniowas jako algebre M = (A, Q, 9, qo, ¢u, ¢r), gdzie:

e A jest skoniczonym alfabetem, zawierajacym A oraz symbol B ¢ A (blank);
e () jest skonczonym zbiorem standw;

® ¢y € @ jest stanem poczatkowym;

® ¢, € @ jest stanem akceptujacym;

e ¢. € @ jest stanem odrzucajacym;

¢ 0:(Q\{q,¢}) XA —AxQx{-1,0,+1} jest funkcja przejscia.

Zaktadajac, ze zbiory A i () sa roztaczne, mozna zdefiniowaé¢ konfiguracje maszyny jako trojke
postaci (q,i,w), gdzie ¢ € Q, i € N oraz w € A* | przy czym utozsamiamy konfiguracje (g, 4, w) oraz
(q,i,wB).

Interpretacja tej definicji jest nastepujaca. Tasma maszyny jest nieskonczona w prawo. Na poczatku
tasmy zapisane jest stowo w, dalej w prawo sg same blanki, a glowica maszyny zna jduje si¢ w pozycji 7.
Konfiguracje postaci C,, = (o, 0,w), gdzie w € A*, nazywamy poczatkowa. Konfiguracje akceptujace
(odp. odrzucajace ) sa za$ postaci (¢q, 7, w) (odp. (g, i, w)).

Jedli C = (q,1,w) oraz w = ag . . . ai, to nastepna konfiguracja C’ jest okreslona tak:

e Jedli §(q,a) = (b,p,+1) to C' = (p,i + 1, w[i « b]);
e Jedli 0(q,a) = (b,p,0) to C" = (p,i,w[i < b]);



o Jesli 6(q,a) = (b,p,—1) to C' = (p,i — L,wli < b]).
Piszemy C —a C' , a symbolem —» ,, oznaczamy przechodnio-zwrotne domkniecie relacji — . Jezeli
Cw M C', gdzie C' jest konfiguracja akceptujaca (odp. odrzucajaca) to méwimy, ze maszyna akceptuje
(odp. odrzuca) stowo w. Maszyna zatrzymuje sie dla wejscia w, wtedy i tylko wtedy, gdy stowo w
jest akceptowane lub odrzucane.
Obliczenie rozpoczynajace sie od konfiguracji Cy to skonczony lub nieskonczony ciag konfiguracji

Co—=mCi =mCo—p ...

Obliczenie skonczone jest akceptujace lub odrzucajace, w zaleznosci od ostatniego stanu. Oczywiscie
maszyna deterministyczna ma obliczenie nieskonczone rozpoczynajace sie od C, wtedy i tylko wtedy,
gdy nie zatrzymuje sie dla wejscia w.

Przez L(M) oznaczamy jezyk ztozony ze wszystkich stéw akceptowanych przez maszyne M. Zbiér
stow L C A* jest czeSciowo obliczalny wtedy i tylko wtedy, gdy L = L(M) dla pewnej maszyny
M. Jesli dodatkowo maszyna odrzuca doktadnie te stowa, ktére nie naleza do L, to méwimy, ze L jest
obliczalny.

Jesli A = {1}, a kazda liczbe naturalnag n zinterpretujemy jako ciag jedynek dlugosci n, to jezyk
L(A) mozna uwazaé za podzbiér N. Mozemy tez uzy¢ maszyny Turinga do definiowania funkcji faq :
N —o N. Jesli M zatrzymuje sie dla wejscia n, to za warto$¢ funkcji faq przyjmujemy pozycje gtowicy w
odpowiedniej konfiguracji koncowej. W przeciwnym razie warto$¢ fr, uwazamy za nieokreslong.

Twierdzenie 3. Funkcja czesciowa f : N¥ —o N jest czesciowo obliczalna , wtedy i tylko wtedy, gdy
jest postaci faq dla pewnej maszyny M. Kaida funkcja (czeSciowo) rekurencyjna jest tez (czesciowo)
obliczalna.



