8. WYKELAD 10: RACHUNEK A. STANDARYZACJA.

W jednym termie moze wystepowac¢ wiecej niz jeden redeks. Mozliwe sg wiec rézne strategie redukcji.
Jedna z nich polega na wybieraniu zawsze tego redeksu, ktéry zaczyna sie najbardziej na lewo. Mo-
twimy wtedy o redukcji lewostronnej. Okazuje sig, ze strategia redukcji lewostronnej jest strategia
normalizujaca, tj. ta metoda zawsze dojdziemy do postaci normalnej, jesli ona istnieje.

W istocie prawdziwe jest nieco silniejsze twierdzenie, zwane twierdzeniem o standaryzacji. Powie-

my, ze wyprowadzenie
My — M, —...—> M,

jest standardowe, jezeli dla dowolnego ¢ = 0,...,n — 2, w kroku M; — M;,; redukujemy redeks
potozony nie dalej od poczatku termu niz redeks, ktory redukujemy w nastepnym kroku M;, 1 — M, o.
Na przyktad ta redukcja jest standardowa:

Ar.xzz)(Azy.z(zy)) (Avuw)(Aw.aw)) — (Az.zz)(Ay.(Au.w)(Avaw)y))(Aw.w)) —
—  (Azr.zz)((Av.w)((Avuw) Aw.w))) — (Az.zz)(Avuw) Aw.w)) — (Az.zz)(Aw.w)

a ta nie jest:
(Az.zx)((Azy.2(zy)) Aww) Aw.w)) — (Az.zz)(Ay.(Avw) (Avaw)y))(Aw.w)) —
—  (Az.zz)((Ay.(Auw)y)(Aw.aw)) — (Az.zz)(Ay.y) Aw.w)) — (Az.zz)(Aw.w)

Twierdzenie 1. Jesli M —3 N, to istnieje standardowa redukcja z M do N .

Dowod zaczniemy od tego, ze kazdy term M jest jednej z dwoch mozliwych postaci:
(1) A\Z.zR;
(2) \.(\y.P)QR,
gdzie dlugos¢ wektora ¥ moze by¢ zerem, a z moze wystepowaé wsrod zmiennych & lub nie.

W przypadku (1) méwimy, ze term jest w czolowej postaci normalnej.
W przypadku (2) méwimy, ze term ma redeks czolowy (\y.P)Q. Krok redukeji

M = AZ.(A\y.P)QR —3 A\Z.P[y == QIR = N

nazywamy wtedy redukcjg czotowa i zapisujemy M ", N Inne kroki redukcji nazywamy wewnetrz-

nymi, a w takim przypadku uzywamy symbolu —.
Kluczowy lemat mowi, ze redukcje czotowe mozna wykona¢ przed wewnetrznymi:

h i

Lemat 1. Jezeli M —3 N, to M — P — N, dla pewnego P.

Jesli udowodnimy ten lemat, to pozostaje tylko zauwazy¢, ze po wykonaniu wszystkich redukcji czo-

h - h

towych, ksztalt termu sie cze$ciowo "ustala” tj. mamy albo M — AZzR albo M twoheadrightarrow
AZ.(Ay.P)QR i dalsze redukcje odbywaja sie wewnatrz P, @ i R. Stosujac indukcje do terméw P, @ i
R, otrzymujemy standardowe redukcje, ktére wykonujemy ”od lewej” tj. najpierw w P, potem w @ i
potem w kolejnych wyrazach ciagu R.



Naiwna proba dowodu lematu mogtaby by¢ taka:
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\ h (
N /
\ 7
Niestety redukcja (AxP)Q 5 (AP Q' L pr [z := Q'] moze nie daé si¢ zastapi¢ przez (AxP)Q LR
Plz = Q)] iy [z := '], bo kroki wewnatrz P lub wewnatrz () moga by¢ czotowe.

Idea dowodu polega na uzyciu redukcji postaci i>, ktore tatwiej rozbi¢ na czes¢ czotows i wewnetrzna.
Zaczniemy od takiego (latwego) diagramu gdzie L, oznacza cigg redukcji wewnetrznych, ktoére jednocze-

N

Snie stanowig redukcje postaci L. Jedli teraz uda nam sie rozbié L na faze czotowy i faze postaci i,
to dostaniemy diagram

\ /
\ /
h 8 1
A zatem chcemy udowodnié, ze
h i
(1) jesli M LNtoM>LS N, dla pewnego L,

i natychmiast mamy klopot, gdy M jest redeksem (AxP)Q. Chcemy bowiem wywnioskowaé, ze
Ple=Q] * Plr = Q,
a wiemy tylko, ze
PLPiQ5Q,
skad mamy zaledwie
Plz = Q] = Pz = Q.
Potrzebna jest relacja =, ktora ma taka wtasnosé:
(2) jesli M = M’ oraz N = N’ to M[x := N] = M'[x := N'],



h i . .
rozktada si¢ na — i L, i na dodatek zawiera relacje N
h i . .
Definiujemy ja tak: M = N zachodzi wtedy, gdy M — P N , oraz kazdy term () wystepujacy
h
w redukcji M — P spelnia warunek @ L N. Nalezy teraz udowodni¢ wlasnos¢ (2). Z jej pomoca

przez indukcje ze wzgledu na definicje relacji L dowodzi sie, ze LCE, a teraz (1) jest juz oczywiste.
Udowodnilismy wiec twierdzenie o standaryzacji.

Whiosek 1 (twierdzenie o normalizacji). Jesli M ma postaé normalng N, to istnieje lewostronna re-
dukcja z M do N.

Powyzszy wniosek mozna odczytaé tak: Jesli istnieje nieskonczona redukcja lewostronna zaczynajaca
sie od M, to term M nie ma postaci normalnej.

Mozna to twierdzenie wzmocni¢ w taki sposoéb. Powiemy, ze nieskonczony ciag redukcji jest quasi-
lewostronny, jesli nieskonczenie wiele razy nastepuje w tym ciagu redukcja redeksu potozonego naj-
bardziej na lewo.

Twierdzenie 2. Jesli istnieje nieskonczony quasi-lewostronny cigg redukcji zaczynajgcy sie od M, to
term M nie ma postaci normalney.

Dowdd. Na potrzeby tego dowodu powiedzmy, ze term jest wytrzymaly, gdy ma nieskonczona redukcje
quasi-lewostronna, w ktorej wystepuje nieskonczenie wiele krokéw postaci LN Zauwazmy, ze jesli N jest

wytrzymaty, to N L N dla pewnego wytrzymatego termu N’.

Zatoézmy teraz, ze M ma posta¢ normalng. Przez indukcje ze wzgledu na jej dtugosé udowodnimy, ze
M nie moze mie¢ nieskonczonej redukeji quasi-lewostronnej. Przypusémy najpierw, ze M jest termerﬁ
wytrzymatym. Mozna wtedy zdefiniowa¢ ciag wytrzymatych termow N;, takich ze Ng = M oraz N; 5
N1 dla dowolnego ¢ € N. Inacze] méwiac, "wyciagajac na poczatek” redukcje czotowe otrzymamy
nieskonczona redukcje czotowa (a wiec lewostronna) termu M. Nie moze wiec istnie¢ postaé¢ normalna.

Zatem jesli M = My — M; — M, — jest nieskonczong redukcja quasi-lewostronna, to od pewnego
miejsca mamy tylko redukcje wewnetrzne postaci Z.yP - Z.yﬁ’ L zZyP" 5 ... Sposréd redukeji
lewostronnych wystepujacych w tym ciggu, nieskonczenie wiele dotyczy tej samej sktadowej wektora 13,
wiec wystarczy uzy¢ zatozenia indukcyjnego. U



