8. WYKEAD 8: RACHUNEK A. B-REDUKCJE I TWIERDZENIE CHURCHA-ROSERA.

Relacja #-redukcji to najmniejsza relacja w zbiorze A\-termoéw, spetniajaca warunki:
o (\P)Q — Pl = Q):
o jeSli M —g M' ,to MN —g M'N,NM —3 NM' oraz \x M —z Az M.
Inaczej moéwiac, M —g M’ zachodzi, gdy podterm termu M postaci (AxP)Q), czyli B-redeks, zosta-
je zamieniony na Plx := @)]. Znakiem —» 3 oznaczamy domkniecie przechodnio-zwrotne relacji —4 (tj.
najmniejsza relacje przechodnia i zwrotng zawierajaca —g), a znakiem =g na jmniejsza relacje réwno-
wazno$ci zawierajaca 3. Te ostatnia nazywamy relacja S-réwnosci.
Z punktu widzenia grafowego, beta-redeks to krawedz od @ do A:

Beta-redukcja polega na usunieciu tej krawedzi, tj. na ”wyprostowaniu” drogi od (1) do (2). Kazda
krawedz wchodzaca do A (reprezentujaca wystapienie zmiennej zwiazanej) zostaje przy tym skierowana
do osobnej kopii termu zaczepionego w (3). Inaczej, podgraf postaci

zostaje zastgpiony podgrafem postaci:

Moze sie zdarzy¢, ze lambda nie wiaze zadnego wystapienia zmiennej (nie ma zadnej krawedzi prowa-
dzacej do ). Wtedy podgraf (3) znika. Odpowiada to redukeji postaci

(A\z.M)N —4 M,
1
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gdzie x ¢ Fy(M).
Lemat 1. Jesli M —3 M' i N =5 N’ to M[x := N| -5 M'[x := N'|.
Dowaod. Nalezy pokazaé dwa prostsze stwierdzenia:
(1) Jesli M —3 M’ | to M[zx := N| —3 M'[x := NJ;
(2) Jedli N —g N’ | to M[x := N] —5 M[z := N'],
a nastepnie zastosowaé indukcje ze wzgledu na liczbe krokéw redukeji. Zaréwno (1) jak (2) mozna
udowodnié¢ przez indukcje ze wzgledu na dtugosé termu M . Istotny przypadek w dowodzie czesci (1)
zachodzi wtedy, gdy M = (A\yP)Q i M’ = P[y := @)}, dla pewnych P, Q. Przyjmujac y ¢ Fy(N), mamy
Mz :=N] = (M\y.Plz:=N])Qlx = N| —3
—p Plz:=N|ly:=Q[z:=N|| =
= Ply:=Q]|[x:= N]= Mz := N|,
na mocy Lematu o Podstawieniu. Szczegdly pozostawiamy jako ¢wiczenie. O

Rachunek A bez typow mozna przedstawi¢ jako system dedukcyjny o nastepujgcych aksjomatach i
regutach wnioskowania:

(1)

r=2x
(3)
M=N
MP =NP
(4)
M=N
PM = PN
(5)
M=N
\eM = AN
(6)
M=N
N=M
(7)
M=NN=P
M=P

Jesli w tym systemie mozna wyprowadzi¢ réwnosé M = N, to napiszemy A = M = N. Latwo sprawdzic¢
rownowaznosc:
AF M = N wtedy i tylko wtedy, gdy M = N

Term postaci (AxP)@Q nazywamy [-redeksem. Jedli w termie M nie wystepuje zaden (-redeks, to
dla zadnego N nie zachodzi M —g N. Méwimy wtedy, ze M jest w postaci S-normalnej, lub po prostu
w postaci normalnej. Nietrudno zauwazy¢, ze postaci normalne to doktadnie termy ksztaltu )\a_:’.y]\_f ,
gdzie N sg normalne.

Przyktad: Nastepujace termy sa w postaci normalnej:



o [ = )x.x;
o K = )\xy.x;
o S = )zyz.xz(yz);

o W= \r.1X.

Natomiast term €2 = ww nie jest w postaci normalnej, bo 2 — g3 2.

Jesli M —43 N i N jest w postaci normalnej, to méwimy, ze M ma posta¢ normalng , i ze N jest
postacig normalng termu M .

Moéwimy, ze term M ma wlasno$é silnej normalizacji (jest silnie normalizowalny) jezeli nie
istnieje nieskonczony ciag redukcji

M:M0—>5M1—>5M2—>5...

Oczywiscie term silnie normalizowalny musi mie¢ posta¢ normalna.
Piszemy M |3 N, gdy istnieje taki term P, ze M —3 P «—5 N.
Relacja n-redukcji jest to najmniejsza relacja —,, , spelniajaca warunki:
o \e. Mz —, M, gdy x ¢ Fyv(M);
o jesli M —, M', to MN —, M'N, NM —, NM' oraz \x M —, AxM'.

Symbole — i — domyslnie bedg oznaczaty — i — 3. Symbol — g, bedzie oznaczal sume (mnogosciowa)
relacji —3 1 —,. Uzywajac notacji —,, i =g, mozemy analogiczne zdefiniowa¢ posta¢ n-normalng oraz
fn-normalna.

Jezeli do aksjomatow i regut rownosciowych rozwazanych powyzej dodamy nowy aksjomat

Ax.Mx = M,

dla z ¢ Fy (M), to oczywiscie otrzymamy system wnioskowania pozwalajacy na wyprowadzenie réwnosci
M = N wtedy i tylko wtedy gdy M =g, N.

Mniej oczywiste jest to, ze aksjomat ten mozna réwnowaznie zastapic¢ przez nastepujaca regute eks-
tensjonalnosci: o N

xr =Nz
=N & & (M) Uy (N))

W mysl reguty ekstensjonalnosci funkcje, ktore dla tych samych argumentéw daja te same wyniki, sg
rowne.

W jednym termie moze wystepowac¢ wiecej niz jeden redeks. Mona wiec go redukowac na rézne sposoby.
Niedobrze jednak bytoby, gdyby te rozne ciggi redukeji prowadzity do nieodwracalnie réznych rezultatow.
Na szczescie mamy twierdzenie Churcha-Rossera:

Twierdzenie 1. Jesli P «—3 M —5 @, to P |5 Q.

Tres¢ tego twierdzenia mozna zilustrowac¢ nastepujacym diagramem:

M
7N
P\ /Q

BN 4B

Inaczej méwiac, relacja —3 ma wlasno$é rombu.
Zauwazmy, ze wlasno$¢ rombu nie zachodzi dla relacji —4 . Jako przyktad mozna poda¢ term

M = (Az.zx)((Ax.2)y).



Zanim udowodnimy twierdzenie Churcha-Rossera, zauwazmy, ze zjawisko, o ktérym méwimy, moze do-
tyczy¢ kazdej relacji dwuargumentowej. Ponizej przyjmujemy taka konwencje: podwojna strzatka zawsze
oznacza domkniecie przechodnio-zwrotne relacji oznaczonej strzatka pojedyncza.

Méwimy, ze relacja — w zbiorze A ma wlasno$§é Churcha-Rossera (CR), jezeli dla dowolnych
elementow a, b, c € A, takich ze

b« a—c,
istnieje takie d, ze
b—d« c.
Relacja — ma stabg wlasno$é Churcha-Rossera (WCR), jezeli dla dowolnych elementéw a, b, ¢ €
A, takich ze
b+—a—c,
istnieje takie d, ze
b—d«c.
Relacja — ma wlasno$é silnej normalizacji (SN), jezeli nie istnieje nieskoniczony ciag postaci

ag — al — a2 — ...

Oczywiscie wlasnosé rombu implikuje CR (ale nie na odwrdét), a wtasnosé CR implikuje WCR.
Mniej oczywiste jest to, ze wlasnos¢ CR nie wynika z WCR. Najprostszy przyktad jest taki:

O<— 0 <—> 0 — 0
Jesli jednak relacja — ma wlasnosé silnej normalizacji, implikacje mozna odwrocicé:
Lemat 2 (lemat Newmana). Jednoczesne zachodzenie WCR i SN implikuje CR.

Tres¢ tego lematu mozna zilustrowac nastepujacym diagramem:
a
by C1
N /
N /
/ N \

b d ¢
AN 7/ AN /
N s/ AN 7/
AN / N /
N K K
AN /
AN /
N 7/

Dowad. Jesli relacja — ma wlasnosé SN to relacja «— jest dobrym ufundowaniem zbioru A, tj. nie istnieje
nieskonczony zstepujacy ciag a; «— ag «— as . ... Przez indukcje ze wzgledu na porzadek « dowodzimy,
ze kazdy element a € A ma whasnos¢:

Dla dowolnychb, ¢, jesli b« a — ¢, to b | c.
Jesli a = b lub a = ¢ to teza jest oczywista. Zalézmy wiec, ze

b«by +—a—cl—c
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Na mocy WCR jest takie d, ze by — d « c;. Z zalozenia indukcyjnego, zastosowanego do b; i ¢ mamy
wiec b | d | ¢ 1 mozemy zastosowaé zalozenie indukcyjne dla d. O

Na potrzeby dowodu twierdzenia Churcha-Rossera zdefiniujmy relacje i>, okreslona jako najmniejsza
relacja na termach, ktéra spetnia nastepujace warunki:

oz x, gdy x jest zmienng;
o jedli M 5 M, to \eM = \eM';
ojesi M 5 M i N5 N, to MN = M'N', oraz (AzM)N = M'[x := N'].

Relacja ER odpowiada jednoczesnej redukcji kilku beta-redekséw wystepujacych w termie.

Lemat 3. (1) Dla dowolnego M zachodzi M — M.
(2) Jesti M 5 M' i N5 N, to M[z := N] = M'[x := N'|.

Dowdd. Dow6d czesci (1) jest przez indukcje ze wzgledu na budowe M | a dowdd czesci (2) przez
indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie M L M. Oznacza to, ze zbiér par terméw {(M,M"): M Low }
przedstawiamy jako sume wstepujecego ciagu zbiorow X;, gdzie Xo = {(x, ) : = jest zmienna}, oraz X;
powstaje z X; przez dodanie wszystkich par (M N, M'N'), (AeM)N, M'[x := N'|) oraz (Az M, \zM'"),
dla dowolnych (M, M") i (N, N’), ktére sg juz w X; i indukcje prowadzimy ze wzgledu na na jmniejsze
takie i, ze (M, M') € X.

W dowodzie punktu (2) nieoczywisty jest przypadek, gdy M = (AyP)Q Lp ly :== Q'], gdzie P Lp
oraz Q — Q. Zakladajac, ze zmienna zwiazana y jest tak wybrana, ze y ¢ Fy(N) i korzystajac z
zalozenia indukcyjnego o P L P Q ER @', mamy wtedy na mocy Lematu o Podstawieniu:

Mz :=N] = (\yPlz:=N])Q[z:=N] >
L Plo=Ny:=Qz:=N]=
= Plly:=Q [z :=N'].
0

Lemat 4. Relacja L ma wlasnosé rombu, tj. jesli M LM iMS M , to dla pewnego termu M"
zachodzi M' L M™ & M.

Tres¢ tego lematu mozna zilustrowac¢ nastepujacym diagramem:

M
/ \
M’ M"
N 7
N 7z
1 \x l'/ 1
AIW
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Dowaéd. Dowdd jest przez indukcje ze wzgledu na wyprowadzenie M LM Wiekszosé przypadkow jest
tatwa. Niech na przyktad M = \aP 5 \aP' = M, gdzie P 5 P'. Wtedy term M” musi by¢ postaci
AxP” i nalezy skorzysta¢ z zalozenia indukcyjnego o P L P Mniej trywialny jest np. przypadek
gdy M = (AzP)Q oraz M’ = (AzP)Q' a M" = P’z := Q"]. Wtedy P — P, P"iQ &> Q.,Q". Z
zatozenia indukcyjnego dla P L opi Q ER @' dostajemy Dla zakonczenia dowodu wystarczy skorzystaé

P Q
1 1 1 1
) / \P ) / \Q

N 7 N s
1 \i l«/ 1 1 \\ /'/ 1
p Q"
z poprzedniego lematu tak, jak na diagramie: U
(AzP)Q
/ \
(AzP)Q’ Pz = Q"]
I~ N L~ 1
P”l[$ = Ql//]

Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia Churcha-Rossera:

Dowaéd. Poniewaz relacja — ma wlasnos¢ rombu, wiec tym bardziej jej domkniecie przechodnio-zwrotne
1
— ma wlasnos¢ rombu. Zauwazmy teraz, ze mamy nastepujace zawierania pomiedzy relacjami:

1
—gC—C—g .

Stad tatwo wywnioskowaé, ze relacje — i —3 sg réowne, a wiec —»3 ma wlasnos¢ rombu. U



