8. WYKLAD 8: RACHUNEK A. WPROWADZENIE.

Rachunek lambda i logika kombinatoryczna powstaly w latach trzydziestych dwudziestego wieku.
Poczatkowo mialy stanowié¢ alternatywne wobec teorii mnogosci podejscie do podstaw matematyki, w
ktérym funkcja (rozumiana intuicyjnie jako definicja) byta pojeciem pierwotnym. Ten zamiar sie nie
powiodt, ale szybko okazato sie, ze rachunek lambda jest niezwykle uzytecznym aparatem w teorii ob-
liczen. Definicje funkcji obliczalnej sformutowano wczesniej za pomocg rachunku lambda, niz w jezyku
maszyn Turinga. P6zniej, w zwiazku z rozwojem informatyki, jezyk rachunku lambda okazal sie nieza-
stapionym narzedziem w teorii jezykéw programowania. A wreszcie i w praktyce, gdy pojawity sie jezyki
programowania funkcyjnego. Dzisiaj znajomosé¢ podstaw rachunku lambda jest niezbednym elementem
wyksztatcenia nowoczesnego informatyka.

W rachunku A rozwazamy obiekty zwane A-termami. Tradycyjnie A-termy definiowane sa jako for-
malne wyrazenia pewnego jezyka, podobnie jak zwykte termy w logice pierwszego rzedu. Istotna réznica
polega na tym, ze lambda-termy pozostajace w pewnej relacji rownowaznosci (a-konwersji) sa ze soba
utozsamiane (uwazane za identyczne). A wiec A-termy to w istocie nie wyrazenia, ale klasy abstrakcji
A-wyrazen (nazywanych tez pre-termami), ktore teraz zdefiniujemy.

Zbiér A-wyrazen rachunku A konstruuje sie indukeyjnie jako zbior stéw nad alfabetem V U {(,), A},
gdzie V jest przeliczalnym zbiorem zmiennych. Do zbioru A nalezg tylko A-wyrazenia skonstruowane w
ponizszy sposob:

e Dowolna zmienna ze zbioru V jest A-wyrazeniem rachunku A, czyli jezeli x € V', to x € A.

e Jezeli wezmiemy dowolne A-wyrazenie M ze zbioru A, oraz dowolna zmienng x ze zbioru V', to
stowo postaci (Ax.M) jest \-wyrazeniem rachunku A, czyli jezeli M € Aix € V', to (Az.M) € A.
Powyzszy sposob tworzenia A-wyrazenia nazywamy abstrakcja.

e Jezeli wezmiemy dowolne A-wyrazenia M i N ze zbioru A, to stlowo postaci (MN) jest -
wyrazeniem rachunku A. Powyzszy sposob tworzenia A-wyrazenia nazywamy aplikacja.

Intuicyjny sens aplikacji (M N) to zastosowanie operacji M do argumentu N . Abstrakcje (AzM) in-
terpretujemy natomiast jako definicje operacji (funkcji), ktéra argumentowi x przypisuje M . Oczywiscie
x moze wystepowaé¢ w M , tj. M zalezy od .

Nawiasy sa czesto pomijane wedtug zasady tacznosci lewostronnej: na przyktad MNPQ = ((MN)P)Q).
Wieloargumentowe funkcje sg reprezentowane przez funkcje jednoargumentowe, ktorych argumenta-
mi sa funkcje. Zatem to, co zwykle jest zapisywane w postaci F'(N, M), w rachunku X\ zapisuje sie
((FN)M) = FNM. Powto6rzenia symbolu A pomijane sa wedtlug zasady tacznosci prawostronnej, tzn.
Aryz.M = (Ax.(Ay.(Az.M))).

Zbiér zmiennych wolnych A-wyrazenia M, oznaczany przez Fy (M), zdefiniowany jest, w zaleznosci
od budowy termu M, w nastepujacy sposob:

e Jezeli M jest pojedyncza zmienna, tzn. M = x, to zmienna ta jest wolna, a zatem Fy (M) = {z}.

e Jezeli M jest postaci Ax.M’, to Az wigze wszystkie wolne wystgpienia zmiennej x w A\-wyrazeniu
M’ a zatem Fy (M) = Fy(M') — {x}.

e Jezeli M jest postaci P(Q), to zmiennymi wolnymi A-wyrazenia M sa wszystkie zmienne wolne
wystepujace w A-wyrazeniach P i Q, czyli Fy (M) = Fy(P)U Fy(Q).

Zmienna jest zmienng wolna A-wyrazenia M, jezeli nalezy do zbioru Fy (M), a zmienng zwigzang w
przeciwnym wypadku. A-wyrazenie M jest domkniete wtedy i tylko wtedy, gdy Fy (M) = 0.
Przyktady:

(1) W A-wyrazeniu M = y(Az.z) zmienna y jest zmienng wolna, a = zmienna zwiazang. W termie

Ay.M nie ma zmiennych wolnych, jest to wiec A-wyrazenie domkniete.
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(2) W A-wyrazeniu M = z(Ax.z) tylko pierwsze wystapienie zmiennej = jest wolne, chociaz Fy (M) =
{z}. Oczywiscie term M nie jest d-wyrazeniem domknietym.

Wybér zmiennych uzywanych w wyrazeniu jako zwiazane jest sprawa drugorzedna. Takie wyrazenia,
jak na przyktad Az.xy i Az.zy, intuicyjnie definiuja te sama operacje ("zaaplikuj dany argument do
y”) wiec z naszego punktu widzenia powinny by¢ uwazane za takie same. Dlatego A-wyrazenia rézniace
sie tylko zmiennymi zwiazanymi chcemy ze sobg utozsamia¢. Utozsamienie to nazywa sie a-konwersja.
Pojecie a-konwersji mozna $cisle zdefiniowaé¢ na wiele sposobéw, my wybierzemy interpretacje grafowa.

Przez drzewo de Bruijna rozumiemy skonczone drzewo etykietowane, w ktorym wystepowaé¢ moga
nastepujace rodzaje wierzchotkow:

e wierzcholki o etykiecie @, ktére majg zawsze dwa nastepniki: lewy i prawy;

e wierzcholtki o etykiecie A\, ktore maja zawsze jeden nastepnik;

e liscie etykietowane zmiennymi;

e liscie bez etykiet.
Przy tym zadamy, aby kazdy 1is¢ bez etykiety miat choé¢ jednego przodka z etykieta A. Jesli z kazdego
wierzchotka bez etykiety poprowadzimy nowa krawedz do ktéregos z poprzednikow tego wierzchotka o
etykiecie A, to otrzymany graf skierowany nazwiemy drzewem de Bruijna. Lis¢mi drzewa de Bruijna

nazywamy jego wierzchotki konicowe (ich etykietami sa zmienne).
Przyktad:

Dowolnemu A-wyrazeniu M przypiszemy drzewo de Bruijna G(M):

e Jedli o jest zmienng to G(z) sktada sie tylko z jednego wierzchotka o etykiecie x.
e Drzewo G(P(Q) ma korzen o etykiecie Q. Jego lewym nastepnikiem jest korzen drzewa G(P) a
prawym korzen drzewa G(Q).
e Drzewo G(AxP) jest otrzymane z G(P) poprzez
— Dodanie nowego korzenia o etykiecie .
— Potaczenie go krawedzig z korzeniem drzewa G(P).
— Dodanie krawedzi od wszystkich wierzchotkéw z etykieta x do nowego korzenia.
— Usuniecie etykiet z.



Przyktad:

jest drzewem A-wyrazenia Az.(Au.zu)((Au.uy)z).
Latwo zauwazy¢, ze etykiety lisci w G(M) to doktadnie zmienne wolne M .

Stwierdzenie 1. Jesli T' jest drzewem de Bruijna, to T = G(M) dla pewnego A-wyrazenia M.

Dowdéd. Indukcja ze wzgledu na liczbe wierzchotkéw drzewa T . Jedli jest tylko jeden wierzchotek, to
jego etykieta jest pewna zmienna x i mamy 7' = G(x). Jedli etykieta korzenia jest @, to T" sktada sie z
korzenia i dwoch roztacznych podgrafow 717 i T5 , do ktérych stosujemy zaltozenie indukcyjne. Mamy wiec
Ty = G(M,) oraz Ty = G(Ms). Oczywiscie wtedy T = G(M;M,). Pozosta je przypadek gdy etykieta
korzenia jest A\. Wtedy T sktada si¢ z korzenia, podgrafu T zaczepionego w nastepniku korzenia i pewnej
liczby krawedzi prowadzacych do korzenia z wierzchotkow bez etykiet. Przypisujac tym wierzchotkom
etykiete z , ktéra nie wystepuje w grafie T} , otrzymujemy z 7} drzewo T7. Z zalozenia indukcyjnego
T] = G(M,) dla pewnego A-wyrazenia M) i mozemy napisa¢ T = G(\z.M). O

Relacje a-konwersji (oznaczana przez =) definiujemy tak:
M =, N wtedy i tylko wtedy, gdy G(M) = G(N).

Od tej pory przez A-termy albo po prostu termy rozumiemy ”lambda-wyrazenia z doktadnoscia do a-
konwersji”, czyli w istocie klasy abstrakcji relacji =,. Kazda taka klasa jest wyznaczona przez pewne
drzewo de Bruijna, mozemy wiec uwazac, ze A-termy to tak naprawde drzewa de Bruijna. A-wyrazenia sa
tylko ich syntaktyczna reprezentacja, przy czym dowolne dwie a-réwnowazne reprezentacje tego samego
termu (drzewa de Bruijna) sa tak samo dobre.
Przyktad:

(Ar.x(Az.zy))(A\y.yT)
to to samo co

(Auu(Az.zy))(Av.oz),

ale nie to samo co
(Ay-y(Ay.yz))(Az.xy).
Od tej pory znak réwnosci oznacza réwnosé A-terméw (a nie ich reprezentacji), napiszemy wiec np.
Axx = A\yy.



Dla danych drzew de Bruijna G' i T przez podstawienie G[z := T] rozumiemy graf otrzymany z G
przez zamiane kazdego liscia z etykieta x na korzen odrebnej kopii grafu T' . Ilustracja jest chyba prostsza
i bardziej zrozumiata niz jakakolwiek formalna definicja. Dla grafow:
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graf Gz := T] wyglada tak:
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Jesli M i N sa A Wyrazenlaml to notacja M|z := N] oznacza A-term o drzewie G(M)[z := G(N)].
Zwykle méwimy, ze M|z := N]| to wynik podstaw1en1a wyrazenia N na miejsce wszystkich wolnych
wystapien zmiennej x w M. Ale ta interpretacja nie zawsze jest poprawna. Problem powsta je wtedy,
gdy jaka$ zmienna z wolna w N przy "naiwnym” tekstowym podstawieniu znalaztaby sie w zasiggu
wiazania Az.

Przyktad: Wynikiem podstawienia z na x w termie Az.z(xz) nie powinno by¢ Az.z(zz). Podstawiamy
z na miejsce x nie w napisie A\z.x(xz) ale w drzewie
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w ktérym w ogodle nie ma zadnego z . A wiec zgodnie z definicja:
(Az.x(z2)) [z = 2] = M\y.2(2y),
przy czym wyboér zwigzanej zmiennej y jest nieistotny.
Nastepujace stwierdzenie stanowi syntaktyczng definicje podstawienia.
Stwierdzenie 2. Réwnosé Mz = N] = R ma miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z
nastepujgcych przypadkow:
e M =ux, oraz R= N;

o M jest zmienng réing od x, oraz R = M;
e M = PQ, oraz R = Plx := N|Q[x := NJ;



o M = \yP, gdziey ¢ {z} U Fy(N), oraz R = \y.P[z := NJ.

Dowadd. Kazdy term M jest albo zmienng, albo aplikacja, albo abstrakcjg. Ta ostatnia mozliwos¢ to
jedyny nieoczywisty przypadek, niech wiec M bedzie abstrakcja. Jesli z drzewa de Bruijna termu M
odrzucimy korzen wraz z prowadzgcymi do niego krawedziami, to otrzymamy drzewo M’ w ktérym
niektore wierzchotki koncowe nie maja etykiet. Nadajac tym wierzchotkom "nowa” etykiete y otrzymamy
taki term P, ze M = A\yP. Poniewaz y nie wystepuje jako etykieta w drzewie N , wiec nie ma znaczenia
czy najpierw w termie P zamienimy x na N, a potem dodamy \ wiazaca y, czy postapimy w odwrotne;j
kolejnosci. O
Tresé¢ stwierdzenia mozemy prosciej zapisa¢ jako:

o z[z := N] =N,

e ylx := N| =y, gdy y jest zmienna rézng od z;

e (PQ)[z := N] = Plx := N|Q[z := NJ;

e (\yP)[x:= N| = \y.Plx := NJ|, gdy y # z oraz y ¢ Fy(N).
Stwierdzenie 3. Zachodzq nastepujgce wiasnosci podstawiania:

D e ) = JEVOD NN URN), e o € Fu(a);

(1) F Fy (M), w przeciwnym przypadku.
(2) Jesli x ¢ Fy(M) to M[x:= N] = M.

(3) M[z :==z] = M.

(4) Jesli \x.P = \y.Q to Plx :=y]|=Q i Qly :=z] = P.

Dowdd jest oczywisty i go pomijamy.
Stwierdzenie 4 (lemat o podstawianiu). Jesli x # y oraz albo x ¢ Fy(R) albo y ¢ Fy (M), to
M|z := N]ly := R| = M[y := R][x := N[y := R]].

Dowdd. Dowdd prowadzimy przez indukcje wzgledem budowy M. Udowodnimy dla przyktadu przypa-
dek, gdy M = z. Wowczas

M|z := N]ly := R| = z[z := N][y :== R| = N[y := R] = z[x := N[y := R]] = z[y := R][z := N[y := R]].

Wnhniosek 1. Jesli y ¢ Fy (M) to M[z :=y]ly := R| = M[z := R].



