3. WYKEAD 7: INDUKCJA I REKURSJA STRUKTURALNA. TERMY I PODSTAWIANIE TERMOW.

Dla uniknigcia nieporozumien notacyjnych wprowadzimy rozréznienie miedzy funkcjami i operatorami.
Operatorem 7 w zbiorze X jest funkcja v : 2% — 2%, Operator ~ : 2¥ — 2% jest monotoniczny gdy

AC B=n~(A) Cvy(B)

Zauwazmy, ze operator monotoniczny jest po prostu funkcjg monotoniczng wzgledem inkluzji.
Rodzing £ = {A4; : i € I} podzbioréw zbioru X nazwiemy laiicuchem, jezeli dla dowolnych A;, A; € L
zachodzi

A; C Aj lub Aj C A,
Operator v : 2% — 2% jest ciggly gdy

v (U Ai) = J~(4).

i€l 1€l

dla kazdego tancucha {A; : i € I} C 2%. Zauwazmy w szczegdlnosci, ze kazdy operator ciagly jest
monotoniczny.

Operator 7 : 2% — 2% jest zwarty gdy dla kazdego A C X i dla kazdego x € y(A) istnieje podzbior
skonczony A" C A dla ktérego = € v(A’).

Stwierdzenie 1. Operator monotoniczny i zwarty jest ciggly.

Dowdd. Zatézmy, ze operator 7 : 2X — 2% jest monotoniczny i zwarty. Niech £ = {A; : i € I} C 2%

bedzie tancuchem podzbioréw X . Oczywiscie A; C |J,c; A; dla kazdego i € I, wobec czego

vA; Cy (U Ai) ;
i€l

dla kazdego ¢ € I, poniewaz 7 jest monotoniczny. Innymi stowy

UJrdicy (U AZ->

iel icl
i pozostaje wykazaé¢ druga inkluzje.
Zatbézmy teraz, ze x € y (UZE 7 Ai). Poniewaz 7y jest zwarty, istnieje podzbior skonczony B C |
dla ktorego = € v(B). Wobec tego istnieje podtancuch skonczony

AZ'C...CA]', gdzieAi,...,AjGE

Ai7

el

dla ktérego B C A;U...UA; = A;. Tym samym
z €7(B) C(4;)
czyli

~ (U AZ-> c |4

i€l i€l



Niech X bedzie pewnym ustalonym alfabetem, L jezykiem nad tym alfabetem, a S ustalonym systemem
dedukcyjnym. Przypomnijmy, ze jako S rozumiemy pewien ustalony zbior regut wnioskowania, przy czym
reguly bez przestanek nazywamy aksjomatami; mozemy zatem mysle¢ o S jako o parze (AX, R), gdzie
AX jest pewnym zbiorem aksjomatéw, a R pewnym zbiorem regut wnioskowania o niepustych zbiorach
przestanek.

Definiujemy operator nasycenia jako operator ®g : 2¥ — 2 dany wzorem

Sy Ty

T, ..
Og(P)=PUAX U J{A: ST € P

reER

O ile z kontekstu bedzie jasne z jakim systemem aksjomatycznym pracujemy, bedziemy po prostu pisa¢ ®
zamiast 5. Oczywiscie operator nasycenia mozemy wielokrotnie sktadaé; w szczegdlnosci obraz zbioru
pustego w n—krotnym ztozeniu ® oznacza¢ bedziemy przez ®,. Bezposrednio z okreslenia operatora
nasycenia wynika, ze jest on operatorem monotonicznym.

Stwierdzenie 2. Niech S bedzie systemem dedukcyjnym. Operator nasycenia ®g jest zwarty.

Dowdd. Zatdzmy, ze x € ®(P), czyli

(1) z € P, lub
(2) x jest aksjomatem, lub
(3) istniejg 71, ..., m, € P ireguta r taka, ze ™=y,

Ale wtedy x € ®(P’) dla
{z}, gdy z € P,
P =<0, gdy r € AX,
{m,...,m}, gdy

1T 77rn

Tewfny dla pewnych mq, ..., m, € P oraz r € R.

Whniosek 1. Niech S bedzie systemem dedukcyjnym. Operator nasycenia ®g jest ciggly.

Oznaczmy przez [[S]] zbiér tez systemu dedukcyjnego S. Przypomnijmy, ze obraz zbioru pustego w
n—krotnym ztozeniu ® oznaczamy przez P,,.

Stwierdzenie 3. [[S]] = U, oy ®n-

Dowdd. Niech t € [[S]]. Wéwezas istnieje skoniczony ciag formut Ay, ..., A, taki, ze

(1) A, =t,
(2) dla dowolnego 1 < i < n albo

A, e AX
albo istniejg i1,...,7; <1 oraz r € R takie, ze
Ay ’Ai’“r.
A
Tym samym t € ®,,, a wiec réwniez t € |J,cy Pn

Na odwrét, jesli t € ®,,, dla pewnego n € N, to istnieje skonczony cigg formut Ay, ..., A, taki, ze
(1) A, =t,



(2) dla dowolnego 1 < i < n albo

A e AX
albo istniejg 41, ..., <1 oraz r € R takie, ze
Ay 7Aik7“.
A;
Tym samym ¢ jest teza systemu S, a wiec ¢ € [[5]]. O

Pokazemy w dalszym ciagu, ze zbior tez jest najmniejszym zbiorem ”domknietym” wzgledem indukcji.
Najzgrabniej bedzie to zrobi¢ przy uzyciu odrobiny matematyki dyskretnej. Przypomnijmy, ze krata
nazywamy pare (K, <), gdzie K # () i < jest porzadkiem takim, ze dowolny skonczony podzbiér zbioru
K ma kresy. Tradycyjnie oznaczamy

ir<1f{x, y} = x Ay oraz sup{z,y} =z Vy.
= <

Przez indukcje tatwo zauwazamy, ze kazdy skonczony podzbiér kraty ma kresy. Pojecie to rozszerzamy
na kraty nieskonczone, o ktérych méwimy, ze sg zupelne, jezeli kazdy ich podzbiéor A ma kres dolny
N\ Ai kres gorny \/ A. Przyktadowo krata (2%, C) jest zupeka, a krata (N, <) nie jest. W szczegdlnosci
kres gorny kraty K oznacza¢ bedziemy przez T a kres dolny przez 1.

Jezeli (K, <) jest krata, to funkcje f : K — K nazywamy monotoniczna, jezeli dla dowolnych
z,y € K:

r<y= flx) < fly).

W szczegdlnosci zauwazmy, ze operatory monotoniczne sg funkcjami monotonicznymi w kracie (2%, C).
Dalej, powiemy ze x € K jest punktem stalym funkcji f: K — K, jezeli

f(z) = .

Twierdzenie 1 (Tarski-Knaster). Niech (K, <) bedzie zupelng kratq, f : K — K funkcjg monotoniczng
i P={zeK: f(x) <z} Wtedy uf = )\ P jest najmniejszym punktem stalym f.

Dowdd. 7 definicji infimum mamy bezposrednio uf < p dla kazdego p € P wiec
fuf) < flp) <p

czyli f(uf) jest ograniczeniem dolnym zbioru P a to z kolei za soba pociaga

fluf) < pf
gdyz pf jest, z definicji, najwiekszym ograniczeniem dolnym P . Wobec tego

Fuf) < fluf)
czyli f(uf) € P a to z kolei za soba pociaga

pf < fuf).

Niech (K, <) bedzie krata zupelna. Funkcja f : K — K jest ciagta gdy

F\/9) =\ £(9)

dla kazdego tancucha S C K. Widzimy, ze kazda funkcja ciagta jest monotoniczna. W szczegdlnosci
operator ciggy v : 2% — 2% jest funkcja ciagla na kracie zupetnej (2%, C).
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Twierdzenie 2 (Kleene). Niech (K, <) bedzie kratg zupelng i niech f: K — K bedzie funkcje cigglq.
Niech ponadto

Indf = \/{f"(L) :n > 0}.
Wowczas

wf = Indf.

Dowdd. Zbiér {f"(L) : n > 0} jest tancuchem poniewaz f jest monotoniczna. Indf jest wiec puktem
statym f:

fUndf) = fO\/{f"(L):n>0}
= V{rmwn=o}
= Vi@ in>0}

= V{rw:n>1
= Indf

Mamy
L <puf
Funkcja f jest (ciagla, a wiec) monotoniczna, czyli

fHL) < M wf) = nf

dla kazdego n € N, czyli
pnf € ﬂ {re K:s<ux}

se{fm(L)m>0}

Ale
Indf = min ﬂ {reK:s<uzx}
se{f"(L)m>0}
wiec
Indf < pf.
O

Twierdzenie 3. Zaloimy ze S = (AX, R) jest systemem dedukcyjnym nad jezykiem L. Zbior tez [[S]] C
L jest nagmniejszym podzbiorem (w sensie inkluzji) Q@ C L dla ktorego

(1) k € Q dla kazdego aksjomatu k € AX;

(2) m1,...,mn € Q= k € Q dla kazdej requly v € R takiej, ze ===y,

Dowad. Niech zbior 2 C L bedzie taki, jak w zalozeniach twierdzenia. Wtedy
0 =AX CQ

Qy = U{k:%r,wl,...,ﬂnEQ}CQ
reR
czyli
Q) =QUQUQ =0.



Odwrotnie, kazdy punkt staly operatora ® spetnia zatozenia twierdzenia. Ale
1] = @
neN

jest na jmnieszym punktem statym , co wnioskujemy z twierdzenia Kleene’a. ]

System dedukcyjny jest deterministyczny, gdy kazde twierdzenie jest konkluzja doktadnie jednej
reguty.
Stwierdzenie 4. Niech S = (AX, R) bedzie systemem dedukcyjnym nad jezykiem L i niech X bedzie
pewnym zbiorem. Dane
(1) dla kazdego aksjomatu k € AX, element ¢p(k) € X,
(2) dla kazdej requly r € R takiej, ze ™71, element (k) = ¢(o(m1), ..., ¢(m,)) € X
okreslajq relacje
¢ C (S]] x [[5]]
ktora jest funkcjg
¢:[[S]] — X
gdy S jest deterministyczny.

Dowdéd. Operator nasycenia F : 2[51xX _ olISIx X,

F(P)=PU | J {k,o(k)}U |k, d(a1,... 20)) : ¥r (1, 21)s .., (Tns ) € P}
keAX reR
jest monotoniczny i zwarty w stosunku do inkluzji, wiec istnieje najmniejszy punkt staty
pk C IS x X
Ta relacja jest funkcja gdy S jest deterministyczny. O

Na koniec zastosujemy poznana teorie do zdefiniowania terméw i ich podstawiania. Jezyk pierwszego
rzedu sktada sie z:
e symboli relacyjnych P;, i € I, gdzie f(P;) oznaczaé¢ bedzie ilo§¢ argumentéw symbolu P,
e symboli funkcyjnych f;, j € J, gdzie §(f;) oznaczaé bedzie ilos¢ argumentéw f;,
e statych ¢, k € K.
Niezaleznie od jezyka V' bedziemy tez rozwazali zbiér zmiennych indywiduowych V.
Zbior termoéw jezyka L definiujemy nastepujaco:
oV CT,
e ¢, € T dla kazdego k € K,
e jezeli f jest symbolem funkcyjnym n—argumentowym i tq,...,%, sa termami, to

fti..tn
jest termem.
Zbioér zmiennych wolnych termu, v f(¢), definiujemy nastepujaco:
o vf(z) = {r},
e vf(c) =0,
o vf(fti...tn) =vf(ty)U...Uvf(t,).

Z kolei zbiér zmiennych zwigzanych termu vb(f) jest zawsze zbiorem pustym.
Operacje podstawiania termu ¢ za zmienna z, (z/t), definiujemy nastepujaco:



y, gdy £y

o yla/t) = {t’ By =y

o c(x/t) =c,

o fti. . tu(x/t) = fti(z/t)...



