3. WYKLADY 3 1 4: JEZYKI I SYSTEMY DEDUKCYJNE. KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN.

3.1. Monoidy wolne. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Zbior ten bedziemy nazywaé¢ alfabetem.
Skonczony cigg elementéw alfabetu X bedziemy nazywaé stowem a liczbe elementow tego ciggu nazy-
wamy dlugoscia stowa.

Na przyktad, jesli z,y € X, to x,yy, vy, zexyyxry sa stowami o dtugosciach 1, 2, 2, 7. Pusty ciag jest
takze dopuszczalny i bedziemy go oznaczaé¢ symbolem 1.

Na zbiorze wszystkich stéw w alfabecie X definiujemy operacje mnozenia stéw, ktora polega na do-
pisywaniu do pierwszego stowa drugiego stowa. Niech * bedzie znakiem tej operacji binarnej. Wtedy
mamy, na przyktad,

T * Yy = TYY, TY * TTTYYTY = TYTTTYYTY.

Jest rzecza oczywista, ze operacja x w zbiorze stéw jest taczna oraz dla kazdego stowa w w alfabecie
X mamy

lxw=w=w=x*1.

A wiec zbior wszystkich stow w alfabecie X z operacja * jest monoidem. Monoid ten oznaczamy symbolem
X* i nazywamy monoidem wolnym z alfabetem X.

Zauwazmy, ze formalnie rzecz biorgc zbiér X nie jest podzbiorem X*. W dalszym ciggu dla kazdego
r € X bedziemy utozsamiaé¢ stowo jednoelementowe x (czyli ciag jednoelementowy) z elementem x,
i wobec tego bedziemy mogli uwazac¢, ze X C X*. Injekcja p : X — X* ma nastepujaca wlasnoscé
uniwersalng.

Twierdzenie 1. Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dla dowolnego monoidu M 1 dowolnego odwzoro-
wania f : X — M istnieje dokladnie jeden homomorfizm monoidéw h : X* — M taki, zZe hou = f a
wiec taki, zZe nastepujgcy diagram jest przemienny:

X - x+

N

M

Dowéd. Definiujemy h : X* — M ktadac h(1) = 1,;, gdzie 1, jest jedynka monoidu M, oraz h(z1zy . .. x,) =
f(z1) - f(z2) - ... f(z,) dla dowolnego niepustego stowa zyz5-- -z, w alfabecie X . Tutaj, po prawej
stronie rownoéci definiujacej odwzorowanie h, kropki oznacza ja dziatanie w monoidzie M.

Jest rzecza oczywista, ze wtedy h(wy * we) = h(wy) - h(ws) dla dowolnych stéw wy, we € X*. A wiec
h jest homomorfizmem monoidéw i ponadto, wobec utozsamienia x € X ze stowem jednoelementowym
r € X* mamy pu(z) =z, czyli ho u(x) = h(z) = f(x) dla kazdego x € X . DowiedliSmy wiec istnienia
homomorfizmu h.

7. drugiej strony, jesli h : X* — M jest jakimkolwiek homomorfizmem monoidow spetnia jacym
warunek hop = f, to dla kazdego € X mamy h(x) = hopu(x) = f(z) i dla kazdego stowa x5 ... 2, €
X* mamy

h(x1xo ... x) = h(zy %o % .. % xy) = h(z1) - h(xe) ... h(x,) = f(z1) - f(x2) ... f(zn).

A wiec homomorfizm h jest jednoznacznie wyznaczony przez warunek h oy = f. ]

Wtasnos¢ uniwersalng mozna takze odczyta¢ w nastepujacy sposob: kazde odwzorowanie f zbioru
X w dowolny monoid M mozna przedtuzy¢ do homomorfizmu h monoidu wolnego X* w monoid M.
Rzeczywiscie, dla kazdego x € X mamy h(z) = h(u(x)) = f(z).
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Jezeli niepustemu zbiorowi X przyporzadkujemy monoid wolny X*, to mozemy tez powiedzie¢, ze
monoid X* powstaje z X przez zastosowanie operacji gwiazdki Kleene’a.

3.2. Jezyki formalne. Jezykiem formalnym L nad alfabetem X nazywamy podzbiér monoidu wol-
nego »*, a wiec pewien zbiér stéw tego alfabetu. Zaréwno w matematyce jak i w komputerologii stowo
“formalny” bywa zwykle pomijane i méwimy zwyczajnie o jezykach.

W mysl powyzszej definicji formalny jezyk jest tylko zbiorem stow i niczym wigcej. W praktyce istnieje
wiele jezykow, ktore moga by¢ skonstruowane przez pewne zestawy zasad. To, co intuicyjnie rozumiemy
jako “jezyk” w praktyce blizsze jest pojeciu formalnej gramatyki, ktérego nie bedziemy tu formalnie
definiowa¢. Naciggajac nieco pojecie jezyka czesto mowiac o jezyku bedziemy wiec myéleli o jezyku
wyposazonym w pewng gramatyke formalng, ktéra go opisuje.

Przyktady: (1) L = ¥*, zbiér wszystkich stéw w danym alfabecie.

(2) L = {a}*, zbior stéw do budowy ktorych uzyto tylko jednego symbolu, a mianowicie “a”.

(3) Zbior syntaktycznie poprawnych programéw napisanych w danym jezyku programowania.

(4) Zbiér programéw, po ktérych wykonaniu zatrzymuje sie dana maszyna Turinga.

(5) Przyktad odrobine ambitniejszy: rozwazmy alfabet ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,=} i podzbiér
>* zdefiniowany nastepujacymi zasadami:

e [ zawiera wszystkie stowa, ktore nie zawieraja + lub =;

e [ zawiera stowo 0;

e [ zawiera stowo zawierajace = wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera tylko jeden symbol =, ktory
rozdziele dwa stowa nalezace do L;

e [ zawiera stowo zawierajace + ale nie zawierajace = wtedy i tylko wtedy, gdy + rozdziela dwa
stowa nalezace do L;

e [ nie zawiera zadnych stow ponad te zdefiniowane powyzej.

Wobec powyzszych zasad, stowo 12345 + 5678 = 987654321 jest stowem jezyka L, ale = 234 + + juz
nie jest. Jezyk ten, jak widzimy, opisuje liczby naturalne, poprawnie zbudowane wyrazenia okreslajace
dodawanie i poprawnie zbudowane wyrazenia okreslajace réwno$¢ dodawania. Zwroéémy tez uwage, ze
jezyk ten opisuje tylko to, jak dane wyrazenia wygladaja (a wiec ich syntaktyke), nie odwotuje sie
natomiast do ich znaczenia (a wiec semantyki).

W kontekscie tego, co bedziemy tu dalej robi¢, zamiast “stowo” danego jezyka bedziemy na ogdt pisac
“formuta” danego jezyka. Jest to pierwszy z dtugiej listy przyktadow tego, jak w zaleznosci od kontekstu
i zastosowania w logice jedno pojecie ma 10 réznych nazw...

3.3. System dedukcyjny. Niech ¥ bedzie dowolnym alfabetem i niech L bedzie ustalonym jezykiem
nad tym alfabetem. Regula wnioskowania nazywamy relacje r C 2 x L taks, ze istnieje pewna
liczba naturlna n € N, ze o ile |II| = n, to (II, A) € r. Zbiér Il zwiemy zbiorem przestanek, a A
wnioskiem reguly r. Zamiast (II, A) € r piszemy na ogél Jr. Jesli zbior II jest skoriczony, powiedzmy
II = {m,...,m}, to zamiast WT piszemy po prostu r.

Regule bez przestanek nazywacé bedziemy aksjomatem. Dla uproszczenia bedziemy wiec mysleé¢ o ak-
sjomatach jak o pewnym zbiorze formut jezyka L. Systemem dedukcyjnym (lub aksjomatycznym)
nazywa¢ bedziemy dowolny zbior regut wnioskowania. Dla poprawienia czytelnosci na ogdét bedziemy
zapisywaé system dedukcyjny S jako pare (AX, R), gdzie AX jest pewnym zbiorem aksjomatéw, a R
pewnym zbiorem regut wnioskowania, ktore nie sa aksjomatami.

Ustalmy system dedukcyjny S. Dowodem formuty A w systemie S na gruncie zbioru formut I
nazywamy skonczony cigg formut Ay, ..., A, taki, ze

(1) An = A7

1y T
A



(2) dla dowolnego 1 < i < n albo
A, e AXUT
albo istniejg i1, ...,7; < ¢ oraz r € R takie, ze
Ay, AL
A
Zauwazmy, ze alternatywnie mozemy mysle¢ o dowodzie formuty A na gruncie formut I' jak o drzewie
skonczonym D, ktérego zbior weztow Dy C L i ktére spetnia nastepujace dwa warunki:

(1) kazdy lis¢ jest elementem zbioru AX UT,
(2) jesli wezel B jest wnioskiem z reguly

r.

to wowczas |BT| = {A4;,..., 4, },
(3) A jest korzeniem drzewa D.
Formute A nazywamy dowodliwg w S na gruncie I', gdy istnieje dowéd A w S na gruncie I'. Piszemy

wtedy
'+ A.

Gdy I' = () to méwimy, ze A jest tezg systemu S. Piszemy wtedy
kg A.

Na ogoél, o ile bedzie jasne, z jakim systemem dedukcyjnym pracujemy, bedziemy po prostu pisaé¢ +
zamiast Fg.
Moéwimy, ze zbiér formut I' jest niesprzeczny, gdy istnieje formuta A taka, ze I' ¥ A. W przeciwnym

wypadku méwimy, ze I' jest sprzeczny. Mowimy, ze system S jest sprzeczny, gdy - A dla kazdej formuty
A.

Lemat 1. Niech S bedzie dowolnym systemem aksjomatycznym i niech U',T" A C L oraz A € L.
Wowczas:

(1) jezeliT' A oraz TV DT, to " A;

(2) T'F A wtedy i tylko wtedy, gdy I'"+ A dla pewnego skonczonego I'" C T';

(3) jezeli A+ B dla kazdego B €T orazT'F A, to A+ A.

Naturalnym pytaniem ktére na tym etapie musi sie pojawié, to ktore zbiory formut sa niesprzeczne.
Postaramy si¢ na nie odpowiedzie¢ w przypadku systemu aksjomatycznego klasycznej logiki zdan, ktory
za chwile wprowadzimy, konieczne jednak bedzie w tym celu zbudowanie odpowiedniej maszynerii.

3.4. Jezyk logiki zdan. Alfabet jezyka logiki zdan sktada sie z nieskoriczonego (najczesciej zaktadamy:
przeliczalnego) zbioru P, o ktérym myslimy jak o zbiorze zmiennych zdaniowych i skoniczonego zbioru
symboli, o ktorych myslimy jak o spéjnikach zdaniowych:

e — — jednoargumentowy, negacja;

e A\ — dwuargumentowy, koniunkcja;

e VV — dwuargumentowy, alternatywa;

e — — dwuargumentowy, implikacja.

Dodatkowo “dorzucamy” tez do naszego alfabetu nawiasy (1 ).
Jezyk logiki zdan L definiujemy teraz jako najmniejszy podzbiér monoidu L* spetniajacy warunki:
(1) P C L;



(2) jesli A, B € L, to do L naleza réwniez nastepujace formuty:
-A, ANB, AVB, A— B.

3.5. Klasyczny rachunek zdan. Klasyczny rachunek zdan jest systemem dedukcyjnym o nastepuja-
cym zbiorze aksjomatéw i regut:
Niech A, B,C, ... oznaczaja formuly. Przyjmujemy nastepujace aksjomaty:

1) A— (B — A) (prawo poprzedzania),

2) (A= (B—C))— ((A— B) = (A— (C)) (sylogizm Fregego),

3) ANB — A,

4) ANB — B,

5) (A= B)— (A—=C)— (A— (BA())),

6) A— AV B,

7) B— AV B,

8) (B—A) = ((C—A)—=(BVC—A),

9) -A — (A — B) (prawo Dunsa Szkota),

0) (A — —A) — =A (prawo redukeji do absurdu),

(11) =—A — A (mocne prawo podwdjnego przeczenia);

oraz nastepujacg regule, zwang reguta odrywania:
A— B A

B
Zauwazmy, ze klasyczny rachunek zdan zdefiniowaliémy za pomoca nieskonczonej liczby aksjomatow,

ale skonczonej liczby schematow. Dla jezykowych purystéw powinnsmy wiec mowi¢ o metaaksjomatach.
Przyjmijmy tez nastepujacy skrot:

To.

AHB:(A%B)A(B—)A»

Zamiast pisa¢ “klasyczny rachunek zdan” bedziemy tez uzywaé skrotu KRZ.
Udowodnimy teraz szereg lematéw i twierdzen, ktore przygotuja grunt pod gtéwne rezultaty dotyczace
KRZ, a mianowicie twierdzenia o pelnosci i niesprzecznosci.

Lemat 2. F A — A.

Dowdd. (A— (A—A)—A) - (A= (A—A)— (A—A) (2

A—((A=)—=A4) (1)

(A— (A— A)) — (A — A) rg dla formut z powyzszych dwoch linijek

A— (A—=A) (1)

A — A rg dla formut z powyzszych dwoch linijek. O

Twierdzenie 2 (o dedukeji, Herbrand, 1930). Niech I' C L, A, B € L. Woéwczas

I' A — B wtedy i tylko wtedy, gdy I', A+ B
Dowéd. (=) Zatézmy, ze I' A — B. Niech C41,Cy,...,C, = A — B bedzie dowodem A — B na
gruncie I'. Wtedy, wobec reguty odrywania:
C,Cy,...,C,=A— B,AB
jest dowodem B na gruncie I', A.

(<) Zatézmy, ze I'y A + B. Niech By, ..., B, = B bedzie odpowiednim dowodem. Pokazemy, ze dla
okreslonego 1 <i<nI'F A — B;. Dowdd prowadzimy przez indukcje.



Niech ¢ = 1. Jezeli B, € AX UT, to:
F B — (A— By) (1)
'+ B,
'HA— Bl To-

Jezeli By = A, to wobec lematu - A — A = By.

Zatozmy, ze I' - A — B, dla i < k. Pokazemy, ze
Jezeli B, € AX UT'U{A}, to:
'+ By
T A— By ro.

Jezeli istnieja takie j,1 < k, ze B; = By — By, (i By, otrzymujemy przez zastosowanie ry do B; i B),
to wobec zalozenia indukcyjnego mamy:

'rA— B, I'tA— (B, — By).
Stosujac (2) otrzymujemy
I'-(A— (B — By)) = ((A— B)) — (A — By))

i stosujgc dwukrotnie ry dostajemy I' - A — By. O

Regute r nazywamy wyprowadzalng w S, gdy dla dowolnych II, A
IT
jezeli 1 ertollkg A

Jest jasne, ze stosowanie regut wyprowadzalnych nie zmienia zbioru tez systemu.
Przyktady: (1) Reguta sylogizmu hipotetycznego:
A—- B B—-C
A—C

jest wyprowadzalna w KRZ.

Dowdéd. Nalezy pokazac, ze
A—- B B—-CFA—-C.

Wobec twierdzenia o dedukcji wystarczy pokazac, ze
A—-B,B—-CAFC
co jest oczywiste wobec dwukrotnego zastosowania r. U

(2) Reguta wewnetrznego odrywania:
A— (B—-0),B
A—C

jest wyprowadzalna w KRZ.

Dowadd. Nalezy pokazac, ze

A—(B—C),BFA—-C.
Wobec twierdzenia o dedukcji wystarczy pokazac, ze

A—(B—C),B/AFC

co jest oczywiste wobec dwukrotnego zastosowania rg. Il
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Lemat 3. I' - A A B wtedy i tylko wtedy, gdy I' = A oraz I' - B.

Dowdd. (=) Zatézmy, ze I' = A A B 1 zauwazmy, ze:
FAAB — A (3)

FAANB— B (4)

Wobec rg I' = A oraz I' - B.

(<) Zatézmy, ze '+ A, T+ B. Wowcezas:
F(A—A)— ((A— B)— (A— (AADB))) (5),
FA— A,

F(A— B)— (A— ANAB),

- B — (A— B) (1),

I' = B wobec zaltozen,

' A — B z poprzednich dwoch linijek,

' A — (AA B) z linijki poprzedniej i trzeciej,
I' = A wobec zalozen,

I' H AN B z poprzednich dwoch linijek. U
Whniosek 1. Regula mnozenia:
A, B
ANB
jest wyprowadzalna w KRZ.
Dowdd. A, B+ AN B, co wynika z lematu dla I' = {A, B}. O

Lemat 4. Zbior T jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy I' = AAN—A dla pewnej formuly A (czyli, wobec
poprzedniego lematu, gdy T'+ A oraz T F —A).

Dowdd. (=) oczywiste.
(<) Zatézmy, ze 'A A = A dla pewnego A. Wtedy I' = A oraz I' = = A. Ale wobec (9):

F-A— (A— B)
dla dowolnej formuty B. Stad, stosujac dwukrotnie o, I' = B dla wszystkich B. Czyli I jest sprzeczny. [
Lemat 5. ' AA B+ C wtedy i tylko wtedy, gdy I', A, B+ C.

Dowdd. (=) Zatézmy, ze I'; AN B+ C. Wystarczy pokazaé, ze A, B+ AN B, co wynika z wyprowadzal-
nosci reguty mnozenia.
(<) Zatézmy, ze T', A, B+ C. Wystarczy pokazaé, ze

ANBF Aoraz ANBF B.
Wynika to z (3), (4) i twierdzenia o dedukcji. O
Whniosek 2. I'U{A A B} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy I' U {A, B} jest sprzeczny.
Lemat 6. I'; AV B F C wtedy i tylko wtedy, gdy ') AF-C orazT',BF C.

Dowdd. (=) Zalézmy, ze I') AV B + C. Zauwazmy, ze A+ AV B, wobec (6) i twierdzenia o dedukcji.
Stad ', A+ C. Podobnie B+ AV B, wobec (7) i twierdzenia o dedukcji. Stad I', B+ C.
(<) Zatézmy, ze I', A+ C oraz ', B+ C. Zatem, na mocy twierdzenia o dedukcji

''MrA—CorazI'FB — C.



Ponadto, wobec (8):
FA—-C)— (B—C)— (AVvB—C()).
Stad ' AV B — C, czyli z twierdzenia o dedukcji
AV BFEC.

U
Whniosek 3. T'U{AV B} jest sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy I' U {A} oraz T'U {A} sq sprzeczne.
Lemat 7. I' - —A wtedy i tylko wtedy, gdy I' U {A} jest sprzeczny.

Dowdd. (=) Zatézmy, ze T' = = A. Wtedy I'; A = = A i ponadto I', A - A, co oznacza, ze I' U {A} jest
sprzeczny.

(<) Zalézmy, ze T' U { A} jest sprzeczny. W szczegélnosei I', A = A. Zauwazmy, ze teraz - (A —
—A) — —A, wobec (10), oraz z zalozenia i z twierdzenia o dedukcji I' - A — —A. Stad I' - —A. O

Lemat 8. I' - A wtedy i tylko wtedy, gdy T' U {—A} jest sprzeczny.

Dowdd. (=) Zatézmy, ze I' = A. Mamy réwniez - A — (—-A — B). Istotnie, poniewaz -A — (A — B)
jest aksjomatem, mamy na mocy twierdzenia o dedukcji =A, A F B. Stad znowu na mocy twierdzenia o
dedukcji

FA— (-A— B).

Zatem I' - =A — B, czyli I', A+ B. Wobec dowolnosci B oznacza to sprzecznosé zbioru T' U {—A}.
(<) Zatézmy, ze I' U {—A} jest sprzeczny. W szczegdlno$ci mamy

T, —AF ——A.

Ponadto wobec (10) ~ (_|A — —|—|A) — —|—|A Zatem ' F —|—|A7 Sk@d wobec (11) ik —|—|A — A
otrzymujemy I' - A. O

Lemat 9. (1) F A < ==A (prawo podwdjnego przeczenia),
(2) F (A — B) < (=B — —A) (prawo kontrapozycji)

Dowdd. (1) Oczywiscie H =—A — A. Na mocy regulty mnozenia wystarczy pokazaé, ze
FA— ——A
Zauwazmy jednak, ze {A, ~A} jest sprzeczny; zatem A F ——A, czyli z twierdzenia o dedukeji
FA— A
(2) Zauwazmy, ze {A — B, B, A} jest sprzeczny. Czyli A — B,—B F —A. Stad stosujac dwukrotnie

twierdzenie o dedukcji
F(A— B) — (-B — —-A).
Ponadto {—=B — —A, A, —B} jest sprzeczny. Zatem
-B— A A —=B.
Stad na mocy (11)
oraz =B — = A, A+ B, czyli - (=B — —A) — (A — B). g
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Twierdzenie 3 (o ekstensjonalnosci). Niech A* bedzie formulq, ktora powstaje z formuly A przez zastg-
pienie pewnych wystgpiern formuty D formulq D'. Przy tych oznaczeniach requla ekstensjonalno$ci:
D« D
A A*
jest wyprowadzalna w KRZ.

Dowadd. Nalezy pokazac, ze
D« DFA A
Jezeli na A nie wykonamy zadnych zastgpien, to A* jest identyczna z A, tym bardziej - A «— A*.
Jezeli A = D, to oczywiscie A* = D', czyli D <~ D'+ A — A*.
W pozostatych przypadkach dowod prowadzimy metodg indukeji ze wzgledu na budowe formuty.
Zatozmy, ze A jest zmienna. Wowczas zachodzi jeden z powyzszych przypadkow.
Zatozmy, ze A = = B. Zalozenie indukcyjne:
D« D'+ B« B*.
Stad na mocy prawa kontrapozycji
D« D'+ =B « =B*.
—~ =~
A A*
Zatozmy, ze A = B — C. Zatozenie indukcyjne:
D« D'FB« B, D« D'FC« C*
Zauwazmy, ze D < D''B — C,B* + C*. Stad D < D'+ (B — C) — (B* — (C*). Podobnie
D« D'+ (B*—C*)— (B— (). Zatem D < D'+ A« A"
Zatozmy, ze A = B A\ C. Zalozenie indukcyjne:
D—DFB«~ B, D«DFCC.
Zauwazmy, ze:
D« D' B+ B*, zatem D < D', B,C' + B*,
D« D' CFrC* zatem D« D' B,CF C*.
Stad
D« D' B,CF B*ANC*,
D« D' BNCF B*ACH,
czyli
D« D'F(BANC)— (B*NC).
Podobnie pokazujemy
Do D'F(B*ANCY)— (BAC),
a zatem
D« DFA « A
Przypadek A = BV C zostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie. O

Lemat 10. Tezami KRZ sq:

(1) AVB < BV A,
(2) ANB<— BAA,
(3) (FAN-B) < —(AV B),
(4) =(AAB) < (mAV —DB),
()

3
4
5) 2(AN-A),



(6) AV

(7) (A—>B) (mAV B),

(8) AN(BVC)«— (ANB)V(ANC),
(9) AV(BAC)«— (AVB)AN(AVC).

Dowodd pozostawiamy czytelnikowi jako ¢wiczenie.



