2. WYKEAD 2: ALGEBRY BOOLE’A, KRATY I DRZEWA.

2.1. Algebra Boole’a. ' Waznym dla nas przykladem algebr sg algebry Boole’a, czyli algebry B =
(B,N,U,—,0,1) typu (2,2,1,0,0) spelniajace wlasnosci:
(1) zUy=yUz, zNy=yNx,
(2) zU(yUz)=(zUy)Uz, zN(yNz)=(xNy)Nz,
B)zU(zNy)==z,zN(zVUy) =z,
4 zU(ynz)=(xUy)N(zUz),zN(yUz)=(zNy)U(xNz),
) zU—z=1,zNn—-2=0
Przyktad 1: Dwuelementowa algebra Boole’a By = ({0,1},N,U, —,0,1), gdzie

e x Ny =min{x,y},

e Uy = max{z,y},

e —x=1—2 mod 2.
Przyktad 2: Algebra potegowa P(X) = (2%, N, U, —, 0, X), gdzie X jest niepustym zbiorem, a N, Ui —
sg operacjami mnogosciowymi w 2% . Kazda skoniczona algebra Boole’a jest izomorficzna z pewna algebra
potegowa.
Przyktad 3: Niech Z(X) = {Y C X : Y jest skoiiczony V X \ Y jest skonczony}. Wéwczas Z(X) =
(Z(X),N,U,—,0,X), gdzie X jest niepustym zbiorem, a N, U i — sa operacjami mnogosciowymi w Z(X).
W szczegdlnosci, gdy X jest zbiorem przeliczalnym, to jest to przeliczalna algebra Boole’a. Widzimy wiec,
ze nie kazda algebra Boole’a jest izomorficzna z algebra potegowa.
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Twierdzenie 1 (Stone, 1936). ? Kazda algebra Boole’a jest izomorficzna z pewnq podalgebrg pewnej
algebry potegowe;.
Stwierdzenie 1. W dowolnej algebrze Boole’a zachodzg nastepujgce zwigzki:

() zUz =z, zNz==x

(2)zU0=z,z2Nl==x
Dowdd. (1) zN(xUz) = z. Ponadto xU(zN(zUx)) = z, Stad xUz = x. Podobnie dowodzimy zNx = x.
(2) xN—x=0.Stad x U0 =z U (x N —zx) = 0. Podobnie dowodzimy x N1 = z. O
Stwierdzenie 2. W dowolnej algebrze Boole’a mamy

rNy=xszxzUy=y
Dowdd. (=) Zatézmy, ze x Ny = x. Wowczas Uy = (zNy) Uy = y.
(<) Zatézmy, ze x Uy = y. Woéwezas x Ny =z N (xUy) = x. O
W dowolnej algebrze Boole’a definiujemy relacje
r <y < Ny = z(lub réwnowaznie x Uy = y)

Stwierdzenie 3. Relacja < jest porzgdkiem na uniwersum algebry A.
Dowadd. Relacja < jest zwrotna: x Nx = x, a zatem x < .
Relacja < jest antysymetryczna: zatézmy, ze x < y oraz y < x. Woéwczas t Ny = x oraz y Nx = .
Zatemy=yNr=xNy=xiy=u=z.
Relacja < jest przechodnia: zatézmy, ze x < y oraz y < z. Wowezas x Ny = x oraz y N z = y. Stad
rNz=(xNy)Nz=azN(yNz)=xNy = . O

1George Boole (ur. 2 listopada 1815 r. Lincoln, Anglia, zm. 8 grudnia 1864 r. w Ballintemple (hrabstwo Corcaigh),
Irlandia) - angielski matematyk, filozof i logik.
2Marshall Harvey Stone (8 kwietnia 1903, New York City — 9 stycznia 1989, Madras, India)
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Stwierdzenie 4. Kazdy skoriczony podzbior uniwersum algebry Boole’a ma kres w sensie <.

Dowéd. Wystarczy pokazaé, ze dowolne dwuelementowe podzbiory maja kresy, dalej dowdd przebiega
przez indukcje. Ograniczymy sie do pokazania, ze zbiér {x,y} ma kres dolny. Doktadniej, pokazemy, ze
rNy=inf{z,y}, czyli ze

(1) zNny <z orazzNy <y,

(2) dla dowolnego a jeSlia <zia<y,toa<zNy.
Istotnie:

(1) (zNny)Nz=(zNz)Ny=xzNy, czyli z Ny < z. Podobnie sprawdzamy, ze x Ny < y.

(2) Niecha<zia<y,czyliaNz=aiaNy=a. Wbowczas

aN(zNy)=(aNz)Ny=aNy=a,
czylia <znNy.
O

2.2. Kraty. Krata nazywamy pare (K, <), gdzie K # () i < jest porzadkiem takim, ze dowolny skori-
czony podzbiér zbioru K ma kresy. Tradycyjnie oznaczamy

ir<1f{x, y} = x Ay oraz sup{z,y} =z Vy.
< <

Przyktad 1: (2%, Q).

Przyktad 2: (N, <).

Przyklad 3: (N, |); tutaj mamy w szczegblnosci n Am = NWD(n,m), nVm=NWW(n,m).
Przyktad 4: Porzadkiem, ktéry nie jest kratowy, jest na przyktad

c d
a b

Tutaj {a,b} i {c,d} sa nieporéwnywalne, wiec nie maja kreséw. Obrazek ten wyjasnia tez nazwe “krata”.
Krate (K, <) nazywamy dystrybutywna (lub rozdzielcza), jesli dla dowolnych z,y, z € K mamy:

cAN(yVz)=(xAy)V(xAz),
eV (yAz)=(xVy A(xVz).

Przyktad 1: (2%, Q).

Przyktad 2: (N, <).

Przyktad 3: (N, |)

Przyktad 4: Nie kazda krata musi by¢ dystrybutywna, na przyktad nastepujaca krata nie jest:

x Y z
b
Przyklad 5: Stwierdzenie 4 pokazuje, ze kazda algebra Boole’a jest krata dystrybutywna.
Kratg komplementarna nazywamy krate (K, <) taka, ze
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(1) w K istnieja element najwiekszy T i element najmniejszy L,
(2) dla dowolnego = € K istnieje y € K taki, ze
rANy=_LlorazaxVy=T.
Element y nazywamy wowczas dopelnieniem elementu .

Stwierdzenie 5. Niech B bedzie algebrqg Boole’a. Wowczas (B, <) jest kratq dystrybutywng i komple-
mentarng.

Dowdd. Dystrybutywno$é juz udato nam sie przedyskutowac, pozostaje wykazaé¢ komplementarno$c.

(1) PokazaliSmy, ze z U0 = z oraz x N1 = z. W szczegblnosci x N0 = (zU0)N0 =0, a zatem 0 < z
oraz x < 1 dla z € K, a wiec 0 jest elementem najmniejszym, a 1 elementem najwiekszym.
(2) Wobec ostatniego z aksjomatéw algebry Boole’a: x U —x = 1 oraz x N —x = 0.

g

Przyklad: W kracie komplementarnej, ktora nie jest dystrybutywna, nie kazdy element musi mie¢
jednoznacznie wyznaczone dopetnienie, na przyktad w “chinskiej latarni”:

ZIN
NI

Okazuje sig, ze faktycznie wystarczy zalozy¢, aby krata byta jednoczesnie komplementarna i dystrybu-
tywna, aby problem ten zniknat.

Stwierdzenie 6. Niech (K, <) bedzie kratg dystrybutywng i komplementarng. Woéwczas kazdy element
tej kraty ma doktadnie jedno dopetnienie.
Dowdéd. Przypusémy, ze x ANy = L, xa ANy’' = LorazaxVy =T, xVy' =T. Wowczas
y=yVvLi=yVEry) =W Vo) Ay Vy)=TAYVY)=yVy"
Zatem iy =y’ V' <y ANy =19", czyli ¥’ < y'. Ponadto
V=y'vLi=y'vanrny)=W"Va)AY VYY) =TAWYVY) =y VY,
zatem ¢ =y' V" <y ANy =y, czyliy <y”. Tym samym ¢’ = y". O
Twierdzenie 2. Kazda krata dystrybutywna i komplementarna spetnia aksjomaty algebry Boole’a, gdzie

e U interpretujemy jako V,
N interpretujemy jako N,
— anterpretujemy jako operacje tworzenia dopetnienia,
0 interpretujemy jako L,
1 interpretujemy jako T.

Dowdd. Dowdd jest w zasadzie trywialny — jedyna czes¢, jaka wymaga komentarza to sprawdzenie dru-
giego aksjomatu, ktoéry jest spetniony bo

inf{x,inf{y, 2}} = inf{inf{z, y}, 2}.



Na zakonczenie rozwazan o zwigzkach miedzy algebrami Boole’a i kratami podamy jeszcze jedno
twierdzenie opisujace wybrane wtasnosci algebr Boole’a:

Twierdzenie 3. W dowolnej algebrze Boole’a spetnione sq nastepujoce zwigzki:

(Dzny=0sz<—y, zUy=1< —y <z,

2)zN—-y=0z<y zU-y=1y<uz,

(3) —(=2) =,

(4) =(rNy)=-rU~y, —(rUy) =—rN~y,

() z<ye —y< -z
Dowdd. Udowodnimy dla przyktadu czesé (3) twierdzenia, reszte pozostawiajac jako éwiczenie. Mamy
bowiem:

—(—z)=—(—z)Nl=—(—2x)N(zU—2)=(—(—2z)N—2)U(—(—2z)Nz)=—(—2)Nx
a wiec —(—z) < z. Podobnie
r=zNl=zN(—(—z)U—2)=(zN—(—2)U(zN—-z)=2n—(—x),

a wiec x < —(—x). Tym samym —(—x) = z. O
2.3. Grafy i drzewa. Grafem skierowanym lub krotko grafem bedziemy nazywaé strukture G =

(Go, G1, sre, tgt), gdzie Gy jest zbiorem weztéw, G zbiorem krawedzi, a src,tgt : Gy — Gy sa funk-
cjami. Graf o skonczonej liczbie weztow i krawedzi nazywamy grafem skonczonym. Zapis
z L Y

oznacza f € Gy, v = src(f), y = tgt(f). Podgrafem G’ grafu G nazywamy strukture (G, GY, sre, tgt)
taka, ze

(1) G}y C Gy,

(2) Gy C Gy,

(3) sreei(f) = sreq(f) € Gy dla kazdej krawedzi f € G,

(4) tgte (f) = tgte(f) € Gf, dla kazdej krawedzi f € G.
Podgrafy oznaczamy przez G’ < G. Graf nazywamy grafem prostym gdy funkcja (sre,tgt) : G; —
Gy X Gy dana wzorem

(sre, tgh)(f) = (sre(f). tgt())
jest injekcja. Oznacza to, ze dwoch weztdéw nie taczy “podwdjna krawedz”.
Sciezka skonczong w grafie G o dlugosci n od © € Gy do y € Gy nazywamy ciag krawedzi

fi f2 fn
=Ty —Tg —Tg — ... —=>Tpn=1Y

Dwa wezty sa polaczone, jesli istnieje w grafie G $ciezka skonczona od = do y lub od y do z. Graf,
w ktérym kazde dwa wezly sa polaczone nazywamy grafem spéjnym. Sciezke, ktéra zaczyna sie i
konczy w tym samym wezle nazywamy cyklem. Jezeli zadna Sciezka nie jest cyklem, to méwimy o grafie
acyklicznym. Dla wybranego wezta x € Gy oznaczamy:

T = {b € Gy| istnieje krawed? = ER b},

r~ = {a € Gy| istnieje krawedz a =N z},
Drzewem nazywamy graf prosty, spojny i acykliczny oraz taki, ze

(1) istnieje doktadnie jeden wezet k taki, ze k= = (), zwany korzeniem,
(2) |z~| = 1 dla kazdego wezta innego od k.
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Podgraf drzewa nazywamy poddrzewem. Zbior wszystkich poddrzew drzewa D oznaczamy przez
sub(D). Zbiér wszystkich sciezek od korzenia oznaczamy przez adr(D). Zauwazmy, ze zbiory sub(D)
i adr(D) mozna utozsamia¢; poddrzewo odpowiadajace $ciezce s oznaczaé¢ bedziemy przez D/s. Wezty
dla ktérych 27 = () nazywaé bedziemy liSciami.

Tradycyjnie przez [| oznaczaé¢ bedziemy drzewo puste, przez [z] drzewo ztozone tylko z jednego wezta
x oraz przez [xz|Th;...;T,] drzewo z korzeniem x i poddrzewami T, ..., T,. Ponadto przez Trees, ozna-
czamy klase wszystkich drzew przeliczalnych. W tych oznanczeniach przyjmujemy definicje wysokosci
drzewa jako funkcji h : Trees, — N okreslonej rekurencyjnie jako

0, gdy T =1,
WMT) =< 1, gdy T' = [z],
L+max{h(T;): 1 <i<n}, gdyT =[z|Ty;...;T,]).
Zdefiniujmy jeszcze zbidr okurencji drzewa T w T jako zbior $ciezek
w(T',T) = {s € adre(T)|T" = T/s}.



