Zestaw zadan 2: grupy, pierscienie i ciata. Cialo liczb zespolonych.

) Ile dziatan mozna okresli¢ na zbiorze n-elementowym? Ile z nich to dziatania przemienne?
) Zbadaj wlasnosci dziatania réznicy symetrycznej (=) w zbiorze P(A), A # (.

) Zbadaj wtasnosci dziatania $redniej arytmetycznej: a e b = aT“’ w zbiorze Q.

) W zbiorze R x R definiujemy dzialania & i ® wzorami

(1
(2
(3
(4

(a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d),
(a,b) ® (¢,d) = (ac, bd).

Zbadaj wtasnosci tych dziatan. Czy © jest rozdzielne wzgledem 7. Ktére elementy maja
elementy odwrotne wzgledem dziatania ®7

(5) Sprawdz, czy podany uktad (w ktérym + oznacza zwykte dodawanie liczb) jest grupa:

a) (Ra +)7 b) (N7 +>7 C) (Za +)7 d) ({07 1}7+>7 e) (< 0, OO)7+>

(6) Sprawdz, czy podany uktad (w ktérym - oznacza zwykte mnozenie liczb) jest grupa:

a) (Z,-), b)(R,-), ¢) ({1,1},-), d) (Ry,-), e) ({ak : k € Z},-), gdzie a jest ustalona liczbg
rzeczywista r6zng od zera.

(7) Sprawdz, czy zbiér liczb wymiernych dodatnich Q. wraz z dzialaniem a * b = 2ab tworzy grupe.

(8) Niech m bedzie liczba naturalna. Wykaz, ze zbiér Z,, = {0,1,...,m — 1} wraz z dodawaniem
modulo m (tzn.a ® b = (a + b),,) jest grupa abelowa. Zbuduj tabelki dzialan w grupach Zg4, Zs,
L.

(9) Niech m bedzie liczba naturalna. Wykaz, ze zbiér U(Z,,) = {k € Z,, : NWD(k,m) = 1} wraz z
mnozeniem modulo m (tzn.a © b = (ab),,) jest grupa abelowa. Zbuduj tabelki dziatain w grupach
U<Z5>7 U<Z6>7 U<Z8>

(10) Sprawdz, czy zbior Z,, z dzialaniami modulo m jest ciatem, gdy m =5, m =6, m =7, m = 8.
(11) Wyznacz odwrotnosci niezerowych elementéw ciat Zs , Zz , Z.

9% 4 3y — 4 20 +3y+22=4 r+2y+4z=1
(12) Rozwiaz uktady réwnan a) { 4x+2y:3 ,b) ¢ dx+2y+32=3 ,¢) 20+2y+32=0 .
y= 3r+y+2z=1 3r+2y+z2=4

w ciatach Zs |, Z7 , Zq;.
(13) Wyznacz, jedli istnieja, pierwiastki kwadratowe z —1 w ciele Z,, dla p = 2,3,5,7,11,13.
(14) Wyznacz pierwiastki rownan:
a) 5r2 +5x+1=0, b)22?+2r+2=0, c) 223 +32>+2 =0,
w ciatach Z7 s ZH, Z13 s
(15) Dla jakich wartosci parametru m réwnanie:
a) mr? +2mx+ (m+1)=0, b)32x?+5x+m=0, ¢)3z>+mz+(m*>—m)=0
ma 2 roézne pierwiastki w ciele Zyy, Z137
(16) W zbiorze R x R definiujemy dzialania & i ® wzorami

(a,b) ® (¢,d) = (a+¢,b+d),

(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + be).
Pokaz, ze R x R z tymi dziataniami jest ciatem.
(17) Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych z, y spetniajace réwnosé:
a) (14 20)x + (3 —5i)y =1 — 34, b) (2 + 3i)z + (4 — 5i)y = 6 — 24,
¢) (4—3i)2z 4+ (1+i)2y =7—12i, d) 2Hp 4+ Uy 14
(18) Rozwiaz uktady réwnan:
1



rtw=2-2 (1+d)z+2w=1
DV =iz —iw=—14i "D Q—i)em (1= i) =—1 -

(19) Rozwigz réwnania: a) 2z + (2 —2) =3+2i, b)i(z+2)+i(z —2) =2i — 3.
(20) Rozwiaz réwnania:

a) 224+ 32+3+4+1i=0, b) 22+ (1+4i)z — (5+1) =0,

c) 22+ 2(1+4d)+2i=0, d) (4—3i)z>—(2+11i)z— (5+1i) =0.
(21) Rozwiaz réwnania:

a) 24 +2:244=0, b) A+ (15+70)22+8=0, c)zt— (18+4i)z2+ 77— 36i = 0.
(22) Rozwiaz réwnania:

a) (1414)z* — (3+ 7i)z + 10i = 0; b) (14 2i)2* — (=1 + 8i)z + (—5 + 5i) = 0;

¢) (1420)2% — (1 +7)z + (=24 6i) = 0; d) (1+1)22 — (1 +5i)z + (=2 + 6) = 0.
(23) Jakie twory na plaszczyznie zespolonej okreslaja réwnania i nieréwnoscei:

a) |z <2, b) |z — 1] = 3, c) lz—1-2i| <3, d)1<]z] <5,

™
e) |z —c|+|z+c| =2a, f) 5 <Arg(z)<m, g lz—il=|z+1|,
(24) Przedstaw w postaci trygonometrycznej nastepujace hczby zespolone:
1, —1, 1,
1+, 1—1, —1+1, 1+¢\/§,
1B VB, V6 +v2+i(vV6 - V2),

(25) Oblicz (podajac doktadne wartosci czesdci rzeczywistej i urojonej):

) (1—i)* ) (1-iv3)2 0 (=1 +iv/3)% Q) (1—0)%
(V3 —1i)2’ (=143t (T4+4)3 7 (v/3414)20’

. (1 _ i)28 . (_1 + Z‘)32 ' (_1 _ Z‘)28

N e D AR T

(26) Wyznacz pierwiastki zespolone i zaznacz je na plaszezyznie Gaussa:

V2i, =8, /1, V1, /=8i, /1



