Zestaw zadan 9: Przestrzenie wektorowe.’

(1) Wykaza¢, ze V = C ze zwyklym dodawaniem jako dodawaniem wektoréw i operacja mnozenia
przez skalar

x : CxC—C,
(z,v) — zxv:=Z-v

jest przestrzenia liniowa nad cialem liczb zespolonych C.
(2) Niech V bedzie zbiorem liczb rzeczywistych dodatnich, a dodawanie wektoréw niech bedzie mno-
zeniem liczb. Operacje mnozenia przez liczby rzeczywiste okreslimy nastepujaco:

RV =V,
(a,v) — v®

Wykazaé¢, ze wyzej opisana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowg nad ciatem liczb
rzeczywistych R.

(3) Niech K bedzie dowolnym ciatem oraz niech V' = K (zbiér wszystkich nieskonczonych ciagow
elementéw ciata K'). Okreslmy dziatania dodawania wektoréw oraz mnozenia wektoréw przez
skalary z ciata K nastepujaco:

[al,ag,...]+[b1,b2,...] . :[a1+bl,a2+b2,...],
a-lay,as,...] : =laay,aay,...].

Pokaza¢, ze wyzej zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia wektorowa nad cialem
K.

(4) Niech A bedzie niepustym zbiorem oraz niech K bedzie dowolnym ciatem. Oznaczmy symbolem
KA zbiér wszystkich funkeji A — K. Sumg funkcji f : A — K oraz funkcji g : A — K nazywamy
funkcje f+ g : A — K taka, ze (f 4+ g)(a) = f(a) + g(a) dla kazdego a € A. Tloczynem funkcji
f A — K przez skalar = z ciala K nazywamy funkcje zf : A — K taka, ze (zf)(a) = xf(a)
dla kazdego a € A. Pokazaé, ze tak zdefiniowana struktura algebraiczna jest przestrzenia liniowa
nad ciatem K.

(5) Oznaczmy symbolem K [X] zbiér wszystkich wielomianéw zmiennej X o wspélezynnikach z ciata
K. Sprawdzi¢, ze z dzialaniami dodawania wielomianoéw i mnozenia wielomianu przez elementy
ciala K, zbior K[X] jest przestrzenia wektorowa nad ciatem K.

(6) Oznaczmy symbolem K (X)) zbiér wszystkich funkeji wymiernych zmiennej X o wspoczynnikach z
ciata K . Sprawdzi¢, ze z dziataniami dodawania funkcji wymiernych i mnozenia funkcji wymiernej
przez element ciala K zbiér K(X) jest przestrzenia wektorow nad ciatem K.

(7) Niech A bedzie dowolnym zbiorem, a P(A) niech bedzie zbiorem wszystkich jego podzbioréw.
Dziatanie dodawania w zbiorze P(A) definiujemy nastepujaco: B+C = (B\C)U(C\B). Mnozenie
elementéw P(A) przez elementy ciala Z, definiujemy w oczywisty sposéb: 0- B =1, 1- B = B.
Sprawdzenie tgcznosci dziatania + jest dos¢ ktopotliwe.

(a) Zaktadajac, ze dzialanie =+ jest taczne, sprawdzié, ze spelnione sa réwniez pozostale aksjo-
maty przestrzeni liniowej.
(b) Wykazaé tacznosé dziatania =+

(8) Niech V.= C*, U = {(21,22,23,24) € V : 21 = 25 = 0}. Wektory dodawa¢ bedziemy w zwykty

spos6b natomiast mnozenie przez skalary definiujemy na cztery rézne sposoby:

'Pojecie przestrzeni wektorowej (przestrzeni liniowej) aksjomatycznie zdefiniowal Hermann Giinter Grassmann, jako
podsumowanie do$wiadczen matematykéw przynajmniej od czaséw Gaussa
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a)za=0dlaze CorazaecV.
b) za=a dlaz e Coraz a € V.
c) za = (Rez)adla ze€ Coraz a € V.
zagdy z€eCiaelU
d) Za_{%agdyzé@i&géU
Sprawdzi¢, ze w kazdym z czterech powyzszych przykladow doktadnie jeden z aksjomatéw przes-
trzeni liniowej nie jest spelniony.
(9) Zbada¢, ktore z nastepujacych podzbioréw przestrzeni K* sg podprzestrzeniami wektorowymi:
a) U={[t,t+1,0,1] : t € K},
b) U=A{[t,u,t+u,t —u]:t,ue K},
{[tu,u,t,0] : t,u € K},
{lz,y,2,t] :x +y— 2z =0},
{[z,y,2,t] : 2y = O},
{t[1,0,1,0] + u[0,—1,0,1] : t,u € K}.
tére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R* sa podprzestrzeniami liniowymi:
a) U=A{[t,u,t+u,t —u]:t<u},
U={[t,u,t,0]: tu > 0},
C) U= {[33,y,21,t] Lx, Y, 2.t € Q}
(11) Niech R*> bedzie przestrzenia ciagéw elementéw ciata R. Zbadaé, ktére sposrdéd nastepujacych
zbioréw sg podprzestrzeniami wektorowymi przestrzeni R*:

a) U1 = {[al,ag, .. ] i1 = Q4 +a;_1 dla kaZdego 1= 2,3, .. },
b) Us = {la1,a9,...] : a; = %(ai_l + a;y1) dla kazdego i = 2,3,...};
¢) zbiér wszystkich ciagéw [ay, as, .. .|, ktérych prawie wszystkie wyrazy (wszystkie wyrazy z

wyjatkiem co najwyzej skonczonej liczby) sa réwne zero;
d) zbiér wszystkich ciagdéw ograniczonych.

(12) Niech A C R bedzie zbiorem niepustym oraz niech V = R4 bedzie przestrzenia funkcji A —
R (zob. zadanie ?? , str. ??). Zbada¢, ktére z nastepujacych podzbioréw przestrzeni R4 s
podprzestrzeniami liniowymi:

a) zbior wszystkich funkcji parzystych, gdy A = R.

b) zbiér wszystkich funkcji nieparzystych, gdy A = R.

¢) zbior wszystkich funkcji rosnacych.

d) zbiér wszystkich funkeji monotonicznych.

e) U={feV:f0)=r1)},edy A=I[0,1].
YU={feV:f(x)=0dlakazdego x € B}, gdy BC Ai B # A.

(13) Sprawdzi¢, ktére z okreslonych podzbioréw przestrzeni wielomianéw K[X] nad cialem K sa

podprzestrzeniami wektorowymi:
a) U={F € K[X]: F(—1) =0},
b) U={F e K[X]|: F(0)-F(1) =0},
c) K[X]ip={F € K[X]: stF <10},
d) U={F € K[X]:stF =10}.
(14) Pokazaé, ze jeshi Uy = lin(oy, v, . .., ), Uy = lin(fy, Bay ..., B1), tO

Ul + UZ = lin(ahaQa s 7ak>ﬁl7ﬁ27 cee aﬁl)‘

(15) Wyznaczy¢ wszystkie podprzestrzenie przestrzeni

a) ZQZ ; b) Z32 ;¢ ZQ?) .
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(16) Pokazaé, ze jesli U oraz W sa podprzestrzeniami przestrzeni liniowej V', to U U W jest podprze-
strzenig przestrzeni V wtedy i tylko wtedy, gdy U C W lub W C U.
(17) Sprawdzi¢, czy wektory a oraz 3 sa kombinacjami liniowymi uktadu A wektoréw przestrzeni R*,

jezeli S i
1 2 5 9 9
1 1 3 6 6
a) A - ( 1 ) 1 ) 2 )a a = 5 ) ﬁ - 5
1] [ 1] | 0] -1 0
1] [2] [5] [1 9 9
1 1 3 0 6 6
DPA=0 1 ol 2] ol ] 5 "7 5
-1 1 0 2 —1 | 0
Czy zapis wektora o w postaci kombinacji liniowej uktadu A jest jednoznaczny?
1 c
(18) Dla jakiej liczby zespolonej ¢ € C wektor | ¢ | jest kombinacja liniowa wektoréw | —1 44
1 1+
i
oraz | —1 | przestrzeni C3?
—c
7 2 1
(19) Sprawdzi¢, czy uktad (| —1 |, | ¢ |, | 3 |) wektoréw przestrzeni C? jest liniowo niezalezny?.
1 ?
2
Przedstawi¢ wektor 3 jako ich kombinacj¢ liniowa.
1+ 24
T i 1 1
(20) Sprawdzi¢, ze kazda kombinacja liniowa iQ wektorow 1@ , _i , 8 7 przes-
5 _ _
T4 -1 1 -1
trzeni C* spetnia warunek x; + x5 + 25 + 24 = 0 , a nie kazda spelia warunek || < 2.
T T 1 1
(21) Znalezé taki wektor | xo | przestrzeni Z3, aby wektory | xz2 |, [ O |, | 1 | byty liniowo
X3 T3 1 1

niezalezne. Ile rozwigzan ma to zadanie?

(22) Zbiér C liczb zespolonych z dziataniami dodawania liczb zespolonych i mnozenia liczb zespolonych
przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia wektorow nad cialem liczb rzeczywistych R. Oznaczamy
ja symbolem Cg. Sprawdzi¢, ze kazde trzy wektory z Cg sa liniowo zalezne.

(23) Sprawdzi¢, czy uktad wektoréw (ay, ..., a,) przestrzeni K* jest liniowo zalezny, jezeli
1 4 2 )
2 1 1 4
a’)K:Z7a a1 = 3 y Qg = 5 , Qi3 = 3 , Qg 2
1 4 4 2

2Poj(;cie liniowej niezaleznoéci wektoréow pochodzi od Grassmanna.



1 4
2 1
b)K:R,Oq: 3 , Qg = 5 , (3 =
1 4
1 4
JK=C oay=| | L =
C - , O = 3 , Qg = 5 , O3 =
i 4
1] 4 2
2 1 1
d)K:Z57 3 y Qg = 5 , A3 = 3
1 4 4

2 6 |
1 3
5 =1 1o
4 5 |
4+i [ 5
0 | 2
543 |0 T | g
5 2
5
|4
,054— 2
)

Jezeli to mozliwe, przedstawié jeden z wektoréw tego uktadu jako kombinacje liniowa pozostatych.

(24) Pokazaé, ze wektory ay, . .
bazie, jezeli

., ap, tworz baze przestrzeni Q™ i znalezé¢ wspotrzedne wektora 3 w tej

1 1 1 6
ayn=3a=|1|,a0=1]1],a3=121|,6=1]9

1 2 3 14

[ 2 3 1 6
byn=3;a;=1| 1 , (g = 2 |,ag=1| -1 |.,08=1| 2

-3 [5 1 | =T

1 2 1 1 7
c)n=4; a; = _21 , Qg = 8 , Qg = ? , Oy = _31 , = i41

—2 —1 4 0 2

(25) Wyznaczy¢ bazy podprzestrzeni rozwigzan nastepujacych ukltadéw réwnan (nad R):

ZE1+3ZE2+2ZE3 =0
201 — 19+ 323 =0
31’1 — 51’2 + 4.’13‘3 =0
(26) Wyznaczy¢ baze i wymiar

a)

1+ To — 31‘4 =0
T1— X+ 203 —1x4 =0
41‘1 — 21‘2 + 6.’133 + 3.T4 =0
., ay,) przestrzeni Q* gdy:

b)

3 podprzestrzeni lin(ay, as, ..

5 4 1 3
2 1 1 4
aar=| Jg | 0= o as=| | a=] g
I 1 | 3 2 2
[ 2 ] 4 3 4 ] 7
-1 -3 —2 -1 —6
b) Q) = 3 , Qg = 1 , O3 = 3 , Qg = 15 , 05 = —7 )
B 3 4 17 0 |
1 2 2 5 [ 3
2 3 ) 26 —4
C)alz 3 , O = —4 , O3 = 8 y Oy = -9 , 05 = 1
—4 1 -3 —12 2

(27) Wybraé baze podprzestrzeni lin(oq, as, . . .,

a,) C Z sposrod wektorow aq, ag, ..., a, , jezeli

3Poj(;cie wymiaru przestrzeni wektorowej pochodzi od Grassmanna.



1 1 3
a) ag = 2 Qg = 2 oz = 61
01’ 3|’ 0|’
0 4 0
1 [ 2] [ 3] 4
b)Oé1— g y Qg = i y A3 = ;l y Qg = 2 ;
4 5 6 0
2 4 6 1 6
c) ag = 1 oy = 2 o3 = 3 oy = 1 o5 = 01.
4 |’ 1 [’ 5 |’ 1 [’ 4 |’
1 2 3 1 0
1 2 3 4 1
dDar=12|,aa=]3|,a3=|2|,au=|3 |[,a5=1]1
3 4 3 4 1
Wybraé¢ dowolne bazy powyzszych podprzestrzeni, niekoniecznie sposrod wektorow
1,09, ...,0n.
(28) Czy mozna znalezé baze przestrzeni K* zlozona z wektoréw postaci:
X1 I
X9 T

;21 + T2+ 23+ 24 =0, b) ;X1 + T+ a3+ 14 = 1

T3 T3
Xy Ty

2)



