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302 XV. Calki niecoznaczone Mctody podstawowe Zadania 303
ZADANIL 15.20. Obliczy¢ calke _f(lnx dx. x /x x /x
: 1530, | 1531 [ 3+2Yx)* dx
Rozwiazanie. Zakladamy, ze x>0. Calkujemy przez czeSel przyjmujac A X.
1 2 Y
u=(In x)*, dv=dx, skad du=2Inx-— dx, v=fdx=x. 15.32. J Vx - _\/A/+4\5x dx. 15.33 I3+5\/x x
x X - /3
Obliczamy / _ v
1534, [ V3x+1dx. 1+ bx
1 15.35.
. j(lnx)zdx:x(lnx)z—Jx'2]nx-ldx:x(lnx)z—.?jln.xdx. ) I\/a+bxdx.
| X 15.36 xdx T
' . . . .90, ) 3 15.37. 2
i Na podstawie zadania 15.18 mamy w dalszym ciagu J V2xi-1 537 fx\ L+x"dx.
§ j(lnx)z dx=x(In x)>=2x(In x—1)+C=x((lnx)2—2lnx+2)+C. N X
i 15.38. ——dx. 15.39. dx.
% ZADANIE 15.21. Obliczy¢ catke f arctg x dx. JV3-5x2 \/;;i
; Rozwigzanie. Calkujemy przez czesci przyjmujac - J
dx 15.40. \7:2,_——_‘ dX. ]5.4]. j 5%’41 .
u=arctg x, dv=dx, skad du= s v=[dx=x. JVxT-6 I3+t
x
. r~ el/x
Wéwcezas mamy 15.42. ) dx. 15.43. J‘xe‘*’ dx
" o rd . xdx _ N
arclg xdx=xarctg x— | —5— - .
J ® ¢ x*+1 15.44 _dx 18 ,
- . 45, [ xsin(2x*+1)dx.
Ostatnia catk¢ obliczamy podstawiajac x2+ 1=t skad xdx=%dt (por. zad. 15.8). Za- 2 cos” 3x f in ( )dx
uwazmy, ze t>0. Mamy oS X
J Ly 15.46. | sin® x cos x dx. 1547, | —— —— dx
J—::J‘ r_ |1|—5In(x +1). \/1+smx
2
x2+1 t 15.48 ([ sinx Jx. b0 )
Ostatecznie otrzymujemy T Ja+bcosx x. b#0. 15.49. [cos x €™ dx.
. - 1 2, . ~ 3
farctg x dx=xarctg x—3 In(x*+1)+C. 15.50. x 7dx4 - a1 ¢ tgx B
J cos® x b ) cost x :
Zadania F xldx - (in 2y
g e nx
i . _ ) - 15.52. cosl (x4 1) 15.53. -dx
H Obliczy¢ catki (zad. 13.22 - 15.83): Y J x
5 Fix?—1 [ dx root
15.22. J(Sx —6x+?——+————> dx. 15.23. \ Sl IS5 | S 15.55. | — )
X J X J ¢ + € ] 2(,’x+] .
15.24. f(x:—x+l)(x2+x+l) dx . 15.25. | (X" +4)° xdx. 15.56. [ xIn(1+x%)dx. 15.57. [ \/7311;‘;@“
J x
15.26 xdx 152 ' xdx A 4
A . T A . . T L6 ° 1-x X
v +x U RTEIE 15.58. [ 6! *dx. 1559, | — e
# 2 g . 3/_ ‘:/f ; J XA l*lnzlx|
X" dx xJx+Jyx
15.28. J - a?0. 15.29. J - dx. i B larctgx|dx ‘
. 22T = 5 a2 . 15.61. | xe*'(x* +1) dx.
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15.62.

15.64.

XV. Catki nicoznaczone

xtdx
\,/ I- .\'h
(m—arcsin x) dx

N 1-x2

15.66. | x*(1+x)* dx.

15.68. [ x* " dx.

15.70
15.72

. fxcosxdx.

. | x*sinSxdx.

15.74. [ e”**sin 3x dx.

15.76. | JxInxdx.

15.78.

15.80.

15.82

XS

In|x| 4
o dx.

. _f (lnx)?dx.

2
J‘(lnlxl) dx.

- Mctody podstawowe

dx

15.63. J('i ) arctg x

x dx
15.65. [ ;4—+—1 .
15.67. fxz e“dx.
15.69. [ x* ¢** dx.
15.71. | x* cos x dx.
15.73. { €* cos x dx.
15.75. f e*cos ixdx.
15.77. f(ln ‘x|)3 dx.

15.79. j Jx(In|x])’ dx.

Inx)?
15.81. g'-f' ) dx.

Jx

15.83. | x"Inxdx, n# ~1.

Rozdzial XVI

CALKI FUNKCJI WYMIERNYCH

§ 16.1. UWAGI OGOLNE

Funkcjq wymiernq nazywamy iloraz dwoch wielomianéw. Catka funkcji wymiernej
jest wigc postaci

(16.1.1)

W, (x) [ a,x"+a, X" 4. +a, x+ap
—dx= - X.
Wy(x) Db x" b, X" 4 by x4 b

Mozna wykazaé, 7e calka funkcji wymiernej jest zawsze rowna pewnej kombinacji
liniowej (por. notke¢ na str. 149) nastgpujacych funlkcji: funkcji wymiernej, logarytmu
funkcji liniowej, logarytmu funkcji kwadratowej (o wyrézniku ujemnym) oraz arcus-
tangensa funkcji lintowej. Przy obliczaniu catki (16.1.1) nalezy postgpowaé w nastepujacy
sposob:

1° Jezeli n>m, to licznik dzielimy przez mianownik i funkcj¢ podcatkowa przedsta-
wiamy jako sume¢ wielomianu oraz funkcji wymiernej, w ktorej juz stopien licznika jest
mniejszy niz stopien mianownika (n<m).

2° Jezeli n<m, to funkcje podcatkowa rozkladamy na tzw. wlamki proste, tj. na wy-
raZenia postaci

A Bx+C
- oraz e
(ax+b) (ex? +dx +e)’

gdzie 4, B, C, a, b, ¢, d, e sa stale, przy czym d? —4ce <0 (wyrdznik tréjmianu cx?+dx+e
jest ujemny), a k i p sa liczbami naturalnymi.

SposSb rozkladania funkcji wymiernej na ulamki proste oraz obliczenia catek utamkow
prostych zostanie przedstawiony w podanych nizej zadaniach.

§ 16.2. METODY CAELKOWANIA

ZADANIE 16.1 Obliczy¢ calkg

) j D ar0).

ax+b
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478 Rozwigzania i odpowiedzi

DO ROZDZIALU XIV

14.5. x=238.

14.6. 1) pierwsze przyblizenie x, =0,4; drugie przyblizenie x2=0,342 .5 2) x, =0,333. .

X, = I§52} =0,340...
14.7. x= —1,65 (dokladniej: —1,6506292). 14.8. x =3.63.
14.9. x=1.612 (dokladniej: 1,61 17663). 14.10. x, = —10,26, x,=9,88.

14.11. 2,094 (dokladniej: 2,09455148).

14.13. 2,89 (dokladniej: 2,8931). 14.14. —2874, —0,514, 3,388.
1415, —3,5042, 14.16. —1.6920, —1,3569, 3,0489.
14.17. 1,0448. 14.18. 1,17. 14.19. 3,07.

14.20. 0,95. 14.21. 0,44. 14.22. 1,85.

14.23. 2,90. 14.24. 2,25, 14.25. 0,21.

14.26. 1,38. 1427 +1,731 0 14.28. 245§ 0,019.
1429. 0,31 i 4. 14.30. 2,506. 14.31. 4,493.

14.32. 1.831177. 14.33. 1,493. 14.34. 0,62945.

1435 x = —1,9742. y=2022]. 14.36. x= 188371, y=~+271592.
14.37. x=0,68881, y—=1.50754. 1438 x=1,4142. y-28284.

DO ROZDZIALU XV

15.22. [ =50 = 3%  +3x~ 2 In || = 5x " '("). 15.23. [=3x"—ix* +3x% —In|n].

1524 I=1x>+1x 4 x. 1525, 1= 5 (x?+4)°.
—~1

15.26. I =L11n (1 +x%). 1527, 1= ——p .

* 10 (x° +3)°

1528. x# —a, I=}In(a" +x%). 15.29. x>0 [=3x'?—2x73/%
1530, x>0, [=Sx'Me 12,2312

< - 12/ 717
IS31 =270 425280 4 24072 4 3000 1832 = dx eyt 4 8 Y 1550

—6 _ . .
1533, /= —= +30 Yx. 1534, x> -1, I=2(3x+1)>2,

X

(') W rozwiazaniach catek nieoznaczonych pomijamy staty C.

14.12. x=0,038 (dokiadniej: 0,03856).

»

Do rozdziatu XV 479

2,
15.35. l=-3~b\/(a +bx)?; podstawi¢ a +bx=12.
1536, x#! /2, x# -2 12203 -,
1537, 1= /(1 +x)3. 1538. I=—1 /352

1539, I=2(x—4)Y(x+1)° . 15.40. I1=/x*_¢.

1541 1= 231 1)°. 1542 1= —¢''",
1543, [=— 1o~ 15.44. 1= tg 3x.

15.45. I= —Lcos (2x? +1). 15.46. I=1sin® x.
1547 1=2 1 +sin x.

1
15.48. a+b cos x#0, lz—z—ln [a+b cos x| ; podstawié¢ a+bcos x=1.

15.49. [=¢¥nx 15.50. cos x*#0, I=11g x*.

IS.51 cos x#0, I=!1tg? x. 15.52. cos (x* +1)#0, I=ltg(x3+1).

15.53. x>0, I=%1n*x. 15.54. I=arctg e* ; podstawi¢ e*=1.

15.55. I=31n(2e*+1). 15.56. 1=1(1+x?) In(1 +x7)—1 42,
_6l—x

15.57. l=§\/(2+ln [x])J. 15.58. I= .

In6
15.59. I=arcsin (In |x|). 15.60. I=arctg x (In |arctg x| —1).
1561 [=1 x? ¢

15.63. x#0. In [arctg x].

15.62. —1<x<1, I=]arcsin x*

15.64. —1<x<!, I'=narcsin x—1(arcsin x)%. 15.65. I=}arctg x2.
15.66. 1= (0 +x0 = Hx*(1 422 + 147 + 12"
15.67. I=(x*—2x+2)¢~.

15.68. I=(x*-3x" +6x~6)¢*. 15.69. [=e™(}x*—x? 43523 x+2).

15.70. x sin x +cos x. 15.71. (x*—2) sin x+2xcos x.
15.72. 1=~ x* cos Sx+ 2 x sin 5x ++% cos Sx.
15.73. 1e*(sin x +cos x). 15.74. 1= —15e™?*(2 sin 3x +3 cos 3x).
I5.75. I=5e™*(~cos 2x +1sin 2x). 15.76. I=3x}(Inx~2).
1

15.77. 1 =x((In|x])" - 3(In|x]) *+ 6 In|x| —6). 15.78. I = (8(in|x|)* +41n|x| +1).

3¢t

“
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b
i
3 2.4 3_ 2 _ -3
? 15.79. 1=2x%(9(In|x|)’ - 18 (Inx])* +24 Injx| - 16). 16.50. I——arctg—z—— 1651, 1 —arctg(3x—1).
: _ - —
I 15.80. 1=—;3(1n]x1+§). 15.81. =2 /x(Inx)*—8/xInx+16/x
3 _ _
16.52. 1=1n|x? —x+1]+./3arctg —=
o 1 tn|x? —x +1| +/3arctg 7
.82. =1x* -1 .83. x>0; I= Inx——:1).
15.82. x>0, I=x*(Inx) nx+3). 15.83. x> o <nx ”+1) 16.53. l=ln|2x2—2x+l|+arctg(2x—l).
2 . x—1
. 16.54. I =In|x* —2x+ 5| +3arctg -
DO ROZDZIALU XVI :
6.26 1 'y 16.27 e -1 16.55. I=ln|x2+2x+10[—4arctg)\i}.
16.26. 1=1(2x+1)*(). 21, x#3 =g ; 3
16.28. x#3, x# —2; I=in|x—3|+2In|x+2|. 16.56. I=In|x*—8x +25|—4arctg f;—‘-‘.
16.29. J=In|x* —3x+3]. 16.30. l=3ln|x—5]—21n|x+l{.
+2
16.31. I=5In|x+5|—4ln|x+1]. 16.32. [=2In|x—3|+4In|x—3. 16.57. I=§ln]x’+4x+8|——arctgx7-
16.33. x#1, x#,: I=In|2x?—5x+3|. ! -
] 1658 1="1nx*—3|+/31n[ =Y
16.34. x#2, x# ~5; l:3ln‘x—2|+2|n{x+5|. 58, 1=3 n‘x - |+‘/ “:c+\/§~ \
, x+1—\/§ ~ x
16.35. I=31n]x+6|—}|nlx—3|. 16.36. ’—2\/2 ;+—1:\—/}- . 16.59. I=%ln]x2+3l+2\/3arctgﬁ-
1637 x£2, x#3, I=In|o 2 16.38. 1=1In[10x +x?]. x42
T T e T =y R 16.60. I=3In|x" +4x-+13| - 4arctg ——-
-1
L [= . 16.40. =11 -2
16.39. [=g5n[4 +5x'| Ms—x 16.61. 1=51n|x2_4x+2o|-6a:czg’ir.
2 -1
16.41. I:-l—_l PX—+\—/—5~— 16.42. I=1In x 16.62. I=2In|x*—6x+10|+7arctg(x—3).
IS5 2x—5-1| 2—3x
s 16.63. I=3x—"2In|2+3x]. 16.64. I=1x— % J60arctgVZx.
16.43. [=%In|x-2|+3In|x+1]. 16.44. x#3; [=2ln|x~ 3[————3. 43
16.65. I=2x—3ln|x* +6x+25| -1 arcth-
1
1. I . _ .
1645 x#33 "4('"'2" Ht s ) 16.66. I= —3ln|x+2|+21n|x—4|+8In|x—7|.
3 5 29 —30x +6x*
= 5| 47, 1= 2f+—- 16.67. I=—— "~ 4tin|x-2|.
16.46. I =2In|x 5|+x_5. 16.47. I=3In|x+ [+x+2 3G9y +ln|x ]
X
Ix—1 1 3x+1 16.68. I=%In|x—2|+11n|x? +3|+ ——arctg —
16.48. I =] arctg 16.49. I=—\/—_2.arctg _\/T J3 Vel
16.69. I=1 =2
(') W rozwiazaniach pomijamy statg C. USe 272 aICtgx+2(x2+1)

16 -— Analiza matematyczna cz. |




