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zatem
dy dy dx _900e_°‘°z'——500=2 5 oo
E= g‘— N E g(x)e‘o.oll 8 8
dy
d —
. dx 1 ,0.02¢
Obliczamy druga pochodna; poniewaz 7 =—25 wige
(2
d’y_“\dx) dx_ —® 1 oo

d3 - dtdr 800e O 64000

Moment najwickszego wzniesienia pocisku znajdziemy rozwigzujac
(albo dy/dx=0), czyli
900e"%°¥—500=0, skad e >%%=3

Aby rozwigzaé to réwnanie, stosujemy logarytmy dziesietne; otrzymujemy

—0,02tloge=log -;— , czyli  —0,021-0,4343= - 0,2553.

Stad

0.2553~
l=50-0<u‘3~29,4s.

Pozostaje do obliczenia wartos¢ x=40000(1—e¢

my
x=40000-(1— $)=40000 § ~17800 m.

Wreszcie )
y=45000- %—500'29,4=3300 m.

A wiec pocisk osiagnie najwyzszy poziom o
w odleglosci poziomej 17800 m 1 na wysokosci 5300 m.

ZADANIE 10.57. Dzialo, ktérego lufa jest nachylona do plas
tem a, wyrzuca pocisk z predkoscia poczatkowa v, (rys. 10.42).

()

0] x
Rys. 10.42

ziemskie g wyznaczyé kat «, przy ktérym

legloéci najwickszej (oporu powietrza i dziatania wiatru nie bierze sic pod uwage):

: 1,2
Xx=pgCOSA-t, y=vpSina-t—3gl",

gdzie t oznacza czas liczony od momentu wystrzatu.

réwnanie dy/dr=0

. - s. .
-0.021)  pdzie e o.oz:____g_’ otrzymuje-

po uplywie 1=29,4 s od momentu wystrzatu

zczyzny poziomej pod ka- .
Znajac plzys;pioszzmc. S 3

pocisk padnie na plaszczyzng pozioma W od- :

Zadania 27

Rozwigzanie. Aby znalez¢é moment upadku pocisku na plaszczyzne pozioma, nalezy

‘ rozwigza¢ réownanie y=0, czyli

vosina-t—1gt?=0,

. Wéwczas odlegto$¢ x wynosi

X=pgCOS

Zadania

10.58. y=x>+12x%+436x—50.
10.60. y=x3—6x? +9x—2.

10.62. y=x*+x+1.

10.64. y=x"—8x>+22x*—24x +12.

4
I&Q y=x+—.
x

2x
10.68. y= A
Y en

jednej proste;j.

kzywych (zad. 10.73 - 10.81):

2
10.73. y=—+—.
x
6x
10.75. y=
‘ x2+2x+4
x> +x—1
10.77. y= .
J x—-x+1

2
skad  1="Csina.
g

2v,sina vy sin 2«

g

g

Jest rzecza widoczng, ze warto$é x bedzie najwicksza, gdy sin 2z bedzie najwicksze,
czy gdy sin2a=1, a to osiagniemy bioragc a=45°.

Znale#é ckstrema nastepujacych funkcji oraz punkty przegiecia odpowiadajgcych im
B krzywych (zad. 10.58 - 10.69):

10.59. y=2x>—9x*—24x—12,
+

10.61. y= x> +x2.

10.63. y=x(3—x)*.

10.65. y=x°—5x*+5x>+1.

1
10.67. y=x’+ —
2

10.69. y=x/4—-x2,

10.70. Wykaza¢, ze krzywa y(x? +a?)=a*(a—x) ma trzy punkty przegi¢cia lezace na

10.71. Dobra¢ « tak, aby krzywa y=x3+ax?+1 miala punkt przegiecia przy x=1.
10.72. Zbadac, przy jakiej wartosci o krzywa y=x*+ax3+3 x2+1 bedzie wkiesla.
Znalez¢ ekstrema nastepujacych funkcji i réwnania asymptot odpowiadajacych im

2x+1
10.74. y= )
x—4
x*—3x42
10.76. y="_"""°.
x“+3x42
10.78 X +x
T A
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(x+2)*
1079 Y=y
10.81.
Zbadac przebieg zmi
.10 82. y=x +x*—16x—16.
10.84. y=x(x——1)’.
10.86. y=x’(x2—4)3,
10.88. y=2 % —x%.

- 3x—1
1089- V=5
x
I}Ql AT
(x+1?
]0.93‘ y= 2x :
x2+2x+25

1095 Y= 717

15x° —13x—20
1097 Y= g T qox—7

‘.'3
10"01. y=X+2\/ —X.
L0103 y=1-Vx—47.

0105 y=x+(x=2.

X

10107, y=% |57

10.109. y=X Jax=x'

p
10.11L )’—3/;{:‘1
.13, y=x"/36-x"

N 4
10.115. y= sin* x4cos” x.

x?—6x+13
10.80. y= ’

x-3

y=dx—tgx w przedziale (=37, 2

ennoéci nastepujacych funkeji (zad. 10.82 - 10.124):

N, 3

10.83. y=—x" +9x.

1085. y=x‘—3x+7.

10.87. y=(x+3)(x—2)1(x—4).

}0.90- y >

N =(2x+1)2‘

4

10.92. y=x+-;:-§'

xI—x—4

10.94. y= 1

P 4x+1

1096, y =57

4
X

=2_x3-

10.98. y

T LY

T o

105050 5= v -
10.104. y=2x-3z/x2.
10.106. y=(x+22P —(x=2".

10.108. y=x

10.110. y=x —x*+8x+14.

X

10.112. y= .
Yx—=2)?

10.114. y= cos? x +2sin’ x.

10.116. y=2tgx—tg’x.

\
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10.117. y=2sin(x+2n)cos(x—3m). 10.118. y=sinxsin(x+3n).

10.119. y=sin2x+2sin((n—x). 10.120. y=sin® xcosx.

10.121. y=sinxcos2x.
10.123, y=\/l—cosx.

Uklad wspdirzednych Oxy lezy w plaszczyznie pionowej, przy czym oé Ox jest po-
zioma, a 0§ Oy — pionowa. Ruch punktu jest wyznaczony réwnaniami parametrycznymi:
10.125. x=2t+45, y=1"-31> +4.

10.122. y=1/sinx>.

10.124. y=x-—2arctgx.

10.126. x=1t+2t, y=13,

10.127. x=2sint, y=sin2t.

Dla kazdego z tych przypadkéw wyznaczyé pochodne dy/dx i drugie pochodne d2y[dx?
i obliczy¢ wartosci tych pochodnych w punktach, w ktérych tor osiaga najwieksza i naj-

+ mniejsza wysokos<.

10.128. Dany odcinek a podzicli¢ na takie dwa odcinki, zeby pole prostokata zbudo-

wanego z tych odcinkéw bylo najwigksze.

10.129. W tréjkat o podstawie a i wysokosci h wpisano prostokat w ten sposéb, Ze
jeden z bokow prostokata lezy na danej podstawie trojkata, a dwa pozostale wierzcholki

prostokata leza na pozostatych bokach tréjkata. Zbadaé przebieg zmiennosci pola S tego
prostokata.

10.130. W dany kwadrat o boku a wpisano prostokat w ten sposéb, ze kazdy wierzcho-
lek prostokata lezy na jednym boku kwadratu i dwa boki prostokata sa réwnolegte do
przekatnej kwadratu. Zbada¢ przebieg zmiennosci pola S tego prostokata.

10.131. W dane kolo o promieniu r wpisano prostokat. Zbadaé przebieg zmiennoéci

(1 S SEE IS 5 FTUA NEUR EENCS (L L ongid

10.133. W dane pétkole o promieniu r wpisano tréjkat réwnoramienny, ktérego wierz-
cholek lezy w srodku kota. Zbada¢ przebieg zmiennosci pola S tego tréjkata.

10.134. Zbada¢ przebieg zmiennosci pola S trapezu wpisanego w dane pétkole o pro-
mieniu r, gdy jedna z podstaw trapezu jest $rednica danego poétkola.

10.135. W elips¢ b?x?+a*y?=abh® wpisano prostokat o bokach réwnolegtych do
osi elipsy. Zbadac¢ przebieg zmiennosci pola S tego prostokata.

10.136. W dana pétkule o promieniu r wpisano stozek, ktérego wierzchotek lezy w $rod-

ku kuli, a podstawa jest réwnolegla do podstawy potkuli. Zbadaé przebieg zmiennoSci
objetosci V tego storka.

10.137. W dana kul¢ o promieniu r wpisano prawidtowy ostrostup czworokatny
Zbadaé przebieg zmiennosci objgtoéci V tego ostrostupa.
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10.138. Na kuli o danym promieniu r opisano stoleck obrotowy. Zbadac przebieg
zmiennoéci objetosci V tego stozka.

10.139. Zbadaé przebieg zmiennodci objetosci V walca wpisanego W kule o promie-
niu R

10.140. Zbadaé¢ przebieg zmiennosci powierzchni bocznej P walca wpisanego w kule
o promieniu R.

10.141. Nad plaszczyzna D znajduje sic punktowe Zrodlo swiatla S. Na jakiej wyso-

koéci h nalezy je zawiesi¢, aby W punktach plaszczyzny D w danej odlegtosci a od rzutu

punktu S na plaszczyzng D bylo najjasniej?

Wskazéwka. Jezeli punktowe zrédlo $wiatta znajduje si¢ w odleglosci r od powierzchni
o$wietlonej i promienie $wiatla tworza Z t3 powierzchnia kat «, to oéwietlenie (ilo$¢ $wiatla
padajacego na jednostke powierzchni) jest proporcjonalne do (sin a)/r’.

10.142. W stozek o promieniu podstawy R i tworzacej 2R
wpisano walec i kulg w sposob podany na rysunku 10.43. Kiedy
suma objetosci V walca i kuli bedzic ekstremaina?

10.143. Okresli¢ najmnicjsza wysokos¢ drzwi w pionowej
wiezy ABCD, tak aby mozna bylo przez nie wnies¢ Zelazny
drag o dtugosci /, ktdrego koniec $lizga si¢ wzdluz prostej
pionowej AB. Szerokos¢ wiely d<l.

10.144. Miejscowosci 4 i B znajduja sie na przeciwlegtych
brzegach rzeki. Wiedzac, ze goniec porusza si¢ na brzegu
z szybkoscia k razy wigksza niz na wodzie, okresli¢, pod ja-
kim katem powinien on przeciac rzeke, aby w najkrétszym czasie dostarczy¢ wiado-
moié z A do B. Szerokos¢ rzeki wynosi Am, a odlegtos¢ A od B (wzdtuz brzegu) réowna

Rys. 10.43

si¢ d m.

10.145. Z trzech desek o szerokosci a,a 1 2a nalety zrobi¢ z6b o najwigkszej obije-
tosci. Poda¢ forme przekroju poprzecznego tego ztobu.

10.146. Z punktu A lezacego przy torze kolejowym nalezy przeniesé fadunek do punktu

A

C znajdujacego si¢ w odlegtodci / od toru. Z jakiego punktu P toru kolejowego nalezy

poprowadzi¢ szosg, aby transport tadunku z 4 do C byl najtanszy, jezeli koszt przewozu
koleja 1 kg na odleglos¢ 1 km rowny jest a, a szosa f§ (B>«

10.147. Srodki trzech kul sprezystych 4, B, C polozone s3 na jednej prostej. Kula 4
o masie M uderza z predkoscia v kule B, ktoraz kolei uderza kule C o masie m. Jaka po-
winna byé masa kuli B, aby kula C uzyskata maksymaing predkosc.

iﬁ

¥ (1.10)

Rezdzial X1

SZEREGI POTEGOWE. ROZWIJANIE FUNKCJI W SZEREG
POTEGOWY

§ 11.1. SZEREG POTEGOWY

Szereg, w ktérym wyrazy sa funkcjami zmiennej x, tzn. szereg postaci

Y u(x),

=0

% nosi nazwe szeregu funkcyjnego.

Méwimy, 2c szereg funkcyjny (11.1.1) jest jednostajnie zbieiny w zbiorze A, jezeli

’ d!a kazdego £>0 istnicje takic N, ze dia kazdego n> N oraz dla kazdego xeA zachodzi
' nieréwnos$é !

Y u(x)—S(x)<

K=o

8,

gdzie S(x) oznacza sumeg szeregu (11.1.1).
Szereg funkcyjny postaci

o0
Y g, X"=ag+a, x+a,x*+...+a . xX"+...

n=0

(11.1.2)

nosi nazwe szeregu potggowego.

Promienie.m zbieznosci szeregu potegowego (11.1.2) nazywamy taka liczb¢ R>0, ze
dany sz'ereg jest zbiezny dla wartoéci x spelniajacych nieréwnosé |x|<R, a dla w;.rt,oﬁci
!xl > R )cst. rozbiezny; natomiast dla x= — R i dla x=R szereg moze by¢ z;réwno zbiezn
jak 1 ro.zblezny. Przedzial — R<x<R nazywamy przedzialem zbieinosci. >

'Jf:zeh. dany szereg jest zbiezny dla kazdej wartosci x, to méwimy, Ze promief zbiez-
no,scf R _]CS'I nieskorniczenie wielki, 1 piszemy R= + 0. Jeleli dany sze;eg dla kazdej war-
tosci x50 jest rozbiezny, to méwimy, 2e R=0. Dowodzi si¢, ze zawsze istnieje skorczo-
ny lub nieskoficzony promiefi zbieznosci szeregu potegowego.

Zanotujemy twierdzenia: .

(11.1.3)  Jezeli dla danego szeregu potegowego (11.1.2) istnieje
a
lim {1 = g #0,
| G,

to promien zblezﬂo.fcl tego szere, wynosi R=1 . Jezeh zas —0 to =+ 8281[
4 t R » @]
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57 1 50 26 39 7 . e
9.79. [:2 3J [3 21]:[” 16 3], drugi iloczyn nie istnieje .

9.81. Nic; réwne s3 tylko tego samego stopnia.

20
9.80. [O 3].

9.82. Nie.

9.83. Nie, jesli bowiem macierz A jest wymiaru » X m, to macierz jednostkowa z lewej
strony réwnosci macierzowej musi by¢ stopnia m, a macierz jednostkowa z prawej strony
musi by¢ stopnia n.

9.84. lloczyn BA nie jest macierza zerowa. Nie wynika.

9.85. Nie, jesli bowiem macierz A jest wymiaru nxm, to macierz O, jest wymiary

mxk, a macierz O, jest wtedy wymiaru »n x k przy dowolnym k. JeZeli macierz A jest
kwadratowa, to obie macierze zerowe sa rowne.

9.86. Tak, jesli macierz A jest kwadratowa.
9.88. Sa rowne.
9.90. I'=1I

9.87. Macierz pierwotna: (AT)"=A.
9.89. Symetryczna.

9.91. Pierwsze mnoZenie w ogélnym przypadku niewykonalne, drugie zawsze wy-
konalne (dowodzi sie, ze (AB)T =BTAT).

9.92. Warto$¢ wyznacznika zostanie pomnoZona przez 3.

13 - 14 cos nox —sin na
9.93. | 21 -22]' 9:94. [sin na cosnajl'
50 .. 0
«
9.95. 0 % 0
[0 0 ... 4,

1 — e <
9.96. [ d b]. 9.97. [ cosa sin “].
ad—bc | —¢ a —sina cosa

1-1t 0 0..0
i :_i_: 0 1 -1 0..0
9.98.1_1 |1 9.99. 10 1 —1..0
1 -1-1 1 0 0 0 0..1
1 -2 1 0..0 0
0 1 -2 1.0 0
9.100, 0 0 1-2..0 0
0 0 0 0..1=2 )
0O 0 0 0..0 1
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9.102. Macierz X nie istnieje.

9.103. Ogélne rozwiazanie ma posta¢ (C,, C, dowolne stale):

C, 3(2-3¢y)
[Cz }(9—3c2):| '

DO ROZDZIALU X

10.58. x=—6, y=—50 maksimum; x= —4, y= —66 punkt przegiecia; x=—2, y=

= —82 minimum.

Uwaga. Aby obliczyé wartoé¢ wiclomianu y=x3+12x*+36x—50 przy x= -2,
przedstawiamy wielomian w postaci y=((x+12) x+ 36) x—50 i podstawiajac x=—2 ob-
liczamy kolejno: —2+12=10, 10-(—2)= —20, —20+36=16, 16-(—2)=—32, —32—~50=
=—82.

10.59. x=—1, y=1 maksimum: x=3, y=—122 punkt przegiccia; x=4, y=—124

. minimum. .

10.60. x=1, y=2 maksimum; x=2, y=0 punkt pmgiqcia; x=3, y=—2 minimum.
10.61. x=0, y=0 minimum; x=j, y=5 punkt przegiecia; x=3, y=,= maksimum.
10.62. Funkcja jest stale rosngca; x=0, y=1 punkt przegiecia.

10.63. x=1, y=4 maksimum; x=2, y=2 punkt przegi¢cia; x=3, y=0 minimum.

10.64. x=1, y=3 minimum; x=2-1/3, y=3! punkt przegiecia; x=2, y=4 maksi-
mum; x=2+3./3, y=3 punkt przegiecia; x=3, y=3 minimum.

Uwaga. Sposob obliczania wartosci wielomianu jest podany w odpowiedzi do zadania
10.58.

10.65. x=0, y=1 punkt przegiecia; x=2(3—/3), y=}(~55+39./3) punkt prze-
giecia; x=1, y=2 maksimum; x=1(3+/3), y=1(—55-39./3) punkt przegi¢cia, x=3,
y= —26 minimum.

10.66. Funkcia okre$lona, gdy x#0: x= -2, y= —4 maksimum; x=2, vy=4 minimum.

10.67. Funkcja okreSlona, gdy x#0; x= —1, y=2 minimum; lim y=+o0; lim y=
= +00; x=1, y=2 minimum. *==0 x40

10.68. x= —\/3, y= —»}\/5 punkt przegigcia; x=—1, y=—1 minimum; x=0, y=0
punkt przegi¢cia; x=1, y=1 maksimum; x=\/§, y=4% \/'3 punkt przegigcia.

10.69. Funkcja jest okre$lona w przedziale —2<x<2; x= —\/i, y=—2 minimum,
x=0, y=0 punkt przegi¢cia, w ktorym y' =2; x=ﬁ, y=2 maksimum.
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10.71. a= —3. 10.72. a= +2.

10.73. Przy x=—2, Yoax= —2; PIZY X=2, Ymia=2; asymptoty: y=6 i y=+4x.

10.74. Funkcja jest okre§lona, gdy x#4; ekstreméw nie ma, gdyz funkcja jest stale
malejaca; asymptoty: x=4 1 y=2.

10.75. x= —2, y=—3 minimum; x=2, y=1 maksimum; asymptota y=0.

10.76. Funkcja jest okreslona, gdy x# —2ix# —1; x= ——ﬁ, y=—17-12 ﬁ maksi.
mum; x=,/2, y=~17+12 /2 minimum: asymptoty: x=—2, x=—1, y=1.

10.77. x=0, y= —1 minimum; x=2, y=3% maksimum; asymptota y=1.

10.78. x=~1. y=—2 minimum; x=1, y=2 maksimum; asymptota y=0.

(x+2)°(x=2)
(x+1)*

256

mum; x=2, y=32 minimum; asymptoty: x=~1, y=x+5.

’

10.79. Funkcja jest okreslona, gdy x# —1; y'=

10.80. Przy x=1, Ymax=—4; Przy X=>5, ymin=4; asymptoty; x=3, y=x—3.

1081, Przy x=1m, Vuu="—1x2,14; przy x= —47, Yuin=1—n=x —2,14; asymptoty
x=+3n.

10.82. y'=3(x+§) (x—2), y'=6x+2 (rys. R.10.1); tabelka('):

Y
]
!
~4] 8 ~1K x
3
16N
Rys. R.10.1
x — —; —% 2 + o
v’ — o — - - 0 + + + + o0
y + o0 + 0 - - — 0 + + o
398 286 16
_ 27 27 - ©
Y © 7 M N 14 ™ m 7 o +
(') W tabelce symbo! M oznacza maksimum. m — miritaum, £ — punkt przegiecia.

. x=—2, y=0 maksi-
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10.83. y'=—3(x*—3), " = —6x; Poczatek wspdtrzednych jest $rodkiem symetrii krzy-
wej; tabelka:

x — -3 0 V3 +o

' +o + + + 0 - - - —o

y — - 0 + + + o - —
—6vV3 0 3

y + N 6”"/3 2 7 6”3 N —®

1084, y =3(x—1) (x—1), y"=6(x—2); tabelka:

x — i 3 1 -+ 0o
1% — - - - 0 + + + + 00
y + o + 0 - - - 0 + + o
2 2 0
- 27 27 ¢
y © Ve M N ) % e b + o

10.85. y'=4x*—3x, y"=12x2~3; linia ma dwa punkty przegiccia: x=‘l2\/§(_) ix=
=—15 V30; 0 Oy jest osia symetrii krzywej (rys. R.10.2); tabelka:

—7\"/5’ 0 5’\}// P
Rys. R.10.2
x —© -wo 0 who +o0
¥y —® - (] + 0 - 0 + +©
-2 1 -2
04 4 64 g +
y + N 2 Wl I, ~ - 7

10.86. ¥’ =2(x+2)* (x+1) x(x—1) (x—2)%; 0§ Oy Jest osia symetrii krzywej (rys.
R.T0O.3Y rabelka
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x — o -2 —1 0 1 2 + o
y | —w — 0 - 0 + 0 - 0 + [ + +a
—27 0 —27

¥y

10r
i 0 i

-2\ - b 2 «x

i i
t I
] ]
; i
i t
| 1
i 1
| !
Rys. R.10.3

10.87. y'=(x—2) (4x*—Tx~22); x, =i7-VJaonx -, x,=H(7+V a0~

f(x)x =101, f(x,)= —1,5; tabelka:

T LT T
3

5 -3
10.89. -4, y=3——— , y'= , y'= ; asymptoty: Xx=-—
x#—%, y=% reEe Y= iT? Y = 3G ymptoty ¥
i y=34 (rys. R.10.4); tabeika:
i

x — -3 0 + o

¥y 0 + + + + + + (]

y 3 A B L -1 | 7 3

et e T S

T A

T
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P, Y
5 -
F
2
;(K
1 P
1
1] 4 1 X '+
1 0 ,
_i 7 X
Rys. R.10.4 Rys. R.10.5

5 -5 ., 15

1y 2 e T y'=——a>0; asymptoty x=—%
1090 x# =3 Y= o3 Y T2 P YT

./ i y=0, przy czym asymptota x= —3 jest jednoczeénie osig symetrii krzywej (rys. R.10.5);

tabelka:
1
!
x — 0 '—;‘ V] + X
y 0 + + - - - - 0
y 0 A +o + N 5 N 0
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10.92. x#5, y'=1 4 " tot 5 ( R.10.7
92, x#5, y=1-——, y =——7; asymptoty: x=5 1 y=x (rys. R.10.7)
-5 -5
tabelka: x=3) (x=3)
x —oc 3 5 7 4
¥ 1 + 0 - — - - 0 + 1
1 9
y — Vd M N — + o0 N m Vol + 00
J V
]
3
|
R
'
4N i -
//I 3NS5 7 x
Rys. R.10.7
1 , (x+D(x-DH , 1 .
10.93. x#0, y=4ix+14+—, y =(———2—2—, y''=— :asymptoty: x=01i y=4x+1
(rys. R.10.8); tabelka: x x
x — —1 0 1 — oo
O O N R B B BN N
0 2
y —® A M N — o + o ~ m Ve o
y
Yy Yy
|
A
X!
e
1 | ! |
il \
“T\o| 7 X 7 X
Rys. R.10.8 Rys. R.10.9

4
1094, x#1; y=x———
x

1’7"

Do rozdzialu X

x1-2x+5S

" _8

(x-1?

> ¥ =(X—1)3 »

459

micjsca zerowe funkgji

x,=}(l——\/l_7), x2=&(l+\/ﬁ); asymptoty: y=x i x=1 (rys. R.10.9); tabelka:

10.95. x#—1; y=1

tabelka:

x — o 1 + o
% 1 + + + + !
y — W +o —® A +w
+ 24 =, Y= —483, y'= 144 =>0: asymptoty: x=-—1,
(x+1) (x+1) (x+1)
i y=1, asymptota x= —1 jest jednoczesnie osig symetrii, gdyz y=1+ (—X—T—})z (rys. R.10.10);
x - -1 4+
y o + + - - 0
y 1 A to | +o '\ 1
Y v
25

A

T

0117 X
Rys. R.10.10 Rys. R.10.11
x+2 (x—x)(x—x;) .
10.96. |x|#1; y=14+ ———— =——— - edziex,=-2— /3, x;=
_I | y (x+1)(x-1)’ ¥ x+1)(x—1)*"° ' \/—
=—2+\/3; asymptoty: x=—1, x=1, y=1 (rys. R.10.11); tabelka:
N I I PV L —2443 : o
v o ) +] =1 -1~ 0 | =1 =1-1] o
1 ]
y i ™3 Al —x] ~0 | 7 _lz\l\ﬁ N —eo | 4o | t
m
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254x +55 254x% +110x +291 .
10.97. x#£—1, X#5; y=5%— , Y =1 >0; miejsca x - 0 1 3 +o
SV TG G -D T M) (-
zerowe funkcji: x; = —%, x;=3; asymptoty: x= ~1, x=1, y=" (rys. R.10.12); tabelka: y 0 - 0 + + + + + + 0
1 X 4 1 + ] 0o | + + - - 0 + 1
x —® '% z + o
o 21
y —o | X P v + o0 + 0 A @ y 4o
¢ m
! y 0 + + + + + + + 0
y| % A 4o | —o | S to | —o | A 5 J
‘\
NG 1

vZ L
oI\ 7 2I X
— H
\
E— N\ ,
Rys. R.10.13 Kys. R.i0.14
, x(x+3)?
10.100. x#£ -2 y =(—73— ; asymptoty: x=—2, y=x+5; tabelka:
Rys. R.10.12 x+2)
x — -3 —2 0 + ¢
+ 1
R T e I T S T Wl N -
T 5 —5 ) ‘10.103. Funkcja jest okre$lona dla wszystkich x; przy x=4 mamy ymx=1 (ostrze);
y l 4+ l AN 3p ‘ \ l m l Vd ‘ + I — o l Y l M3 \‘\ —® miejsca zerowe funkcji x=3, x=5; y'<0 dla x>4, y'>0 dla x<4.
AN
' 10.104. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x; przy x=0 mamy Vmax=0 (ostrze)
wx—2 ., xx=3 6x | a przy x=1 mamy yma=—1; miejsca zerowe funkcji x=0, x=21.

asymptoty: x=11y=

10.105. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x; przy x=0 i x=2 mamy ymin=3/z

10.99. 1: y=x424+——, ¥ = Ly = .
x#l:y=x424e— Y= Y T e
ostrza, a przy x=1 mamy ymx=2; asymptota y=0‘

=x+2 (rys. R.10.14). tabelka:
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10.106. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x; przy x=—2 mamy Vmia= —Vﬁz
~ —2,52, a przy x=2 Mamy Y. = </ 162,52, w obu punktach ckstremalnych s ostrza;
asymptota y=0.

. (B3-x)Jx
10.107. Funkcja jest okreélona, gdy 0<x<2; y =———\[—_:\é~>0; asymptota x=2
(rys. R.10.15); tabelka: (V2-x)
X 0 1 2
y 0 + + + +w
y 0 W 1 Il + o
i
! \
v Y
\
\
A
\
\ 7H
\
\
-2 0@2 x
fs -
1
0 7 2 x
Rys. R.10.15 Rys. R.10.16

Uwaga. Krzywa na rysunku R.10.15 przedstawia gérna polowe linii zwanej cisoidq
Rioklesa, ktorej ogdlne réwnanie jest
= x (a>0).
2a—-x

10.108. Funkcja jest okreslona w przedziale —2<x<2; pochodne

, —(x—x)(x—x;)

y = —— Y
N2+x)?V2—x

gdzie x,=—J5-1, x=+/5-1.

. x*+2x—12
V= e e <0
(V2+x)(V2-x)

asymptota x=—2 (rys. R.10.16); tabelka:

x -2 Js5-1 2 \
y + + 0 — —0o0
TN S BN
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Uwaga. Wykres danej funkgji (rys. R.10.16) narysowano linig ciagla; linia przerywana
odpowiada réwnaniu
2—x
y = —X .
24x

Obie czesci razem tworza krzywa zwana strofoidg, ktérej réwnaniec ogéine ma postaé
a—-x (a>0)
=X — a .
y at+x

\
10.109. Funkcja jest okreslona w przedziale 0<x<4; pochodne
, 2Jx(3-x) L 2(x*—6x+6)

y=—F—., Y =g 7
Ja—x 4=x9 Vx
punkt przegiccia (3—/3, (3—/3) {/12); tabelka:
x 0 3 4
Yy - 0 + 0 - -
y 0 V. 3;/{3 ~x 0
10.110. Funkcja jest okreslona w przedziale 4—'\/3_0<x<4+\/§(_) (w przyblizeniu
—2(x*—6x—T) '
—1.48<x<9,48); pochodna ————— tabelka:
v -x*+8x+14
x | —a=v30] - —1 7 4++/30
y | —o - 0 + 0 - )
-5 W
y 0 N o A v/ N 0

10.111. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x# *1; przy x=J§ mamy Ymia= ﬁ/i/f,
a przy x= —+/3 mamy ymax = —/3/3/2; punkty przegiccia (—3, ~3), (0, 0), (3, 3); asymp-
toty x=—11x=1

10.112. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x#2; przy x=6 mamy Vun= 313y 2;
punkt przegigcia (12, 12/3/1—06); asymptota x=2.

L . . , 3x(24-x%) .
10.113. Funkcja jest okreslona w przedziale —6<x<6; y'= — = o§ Oy jest
osia symetrii krzywej: tabelka: V36-x
x -6 ~2V6 0 2v/6 6
y -~ + 0 - 0 - 0 - —o
, 1§43 N 0 . 4R
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10.114. Funkcje mozna przedstawi¢ w postaci y=%—4%cos 2x, skad waioskujemy, ze
okres jej wynosi m; 0§ Oy jest osia symetrii krzywej; tabelka (w przedziale €0, ®)):

x 0 L2 R B (R . n

y’ + + + 0 — - — 0 + + +

y - 0 + + + 0 - - - Y +
1 3 2 3 1

y N m A H 7 Mol K N m |7

10.115. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x; przy x=1Qk+n (k=0,1,2,..)
mamy Vma=%, a przy x=kn (k=0, 1,2,:.) mamy ymx=1.

10.116. Funkcja jest okreSlona dla wszystkich x#in+kn (=0, 1, £2,%...); przy
x=3n+kn (k=0, +1, +2, ...) MAMY Ypu = I; asymptoty x=34n-+kn (k=0, £1, £2, ..).

10.117. y=1+sin (2x—3}n), okres 7; y'=2cos (2x —3n); tabelka (w przedziale (0, m)):

x ‘ 0 i"f ’ I ’:Tf ' n ! ﬁ'
Y + + + 0 - ] 0 + + +
2 0
y / ; b VIR R m | 7 3 b
" 10.118. y=}—1} cos (2x+4m), okres m; ' =sin (2x +1n); tabelka (w przedziale <0, m)):
x 0 %1! P2 n
¥ + + + 0 - 0 + + +
3 1
y Va 0 A R{ N m‘ A 0 A
10119, Unies -
x 0 P %1[ %‘K e 2x
yi{+ i+ i+ 0 - 0 + 0 - 0 + | + | +
_ 3 -3 3 1
y | A | V2] / PR ml 7 2l A Y

0T mme? vl

1 & Oy iest nsia svmetrii
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x 0 [ R—a = xta 2x—af ... | 2x
sin x dolsl + 1+l {+lol=t =1 |-|o|*
veostact | 4|+ +] o |-l o +{+l+l o[- | "
¥ lolal o= o |+]o]l-joj+] o }|=-f0]~
y X :/ %;/15\ %,‘1/3/ ,?,\—’::‘/5/ %‘h/;\:,/
W tabelce oznaczyliémy a=arccos 3 /3 (kat « ma okolo 35°16").

10.121. y=sinx(1-2 sin? x), okres 2m; y'=cos x (1 -6 sin? x); poczatek wspotrzed-

nych jest §rodkiem symetrii krzywej; tabelka (w przedziale €0, 27)):
x 0 [ %1‘ Jx—a .. |ntal].. -:-1( | 2r—al...|2x
cos x +l+t+y + 1 +lO0 -l — 171 — | of{+} + [+1+|+
1—6sin2x |+ |+{+] O - l=1 o l+} o l=|=t1—-] 0 |+}+}|+
"_HTW _ e fal-] 0 |+I+]+
| _
y A lofix %na N ;1 7 %‘1&/{8 N _%’"Vﬂ/ 1{, i\ | o ti/ Rt

W tabelce oznaczyliémy o =arcsin \/g (kat « ma okoto 24°15).

10.122. Funkcja jest okreSlona w nastepujacych przedziatach (N2kn, v Q2k+1) ),
(—\/(2k+l)1t, —\/an) k=0,1,2, ...); przy x=0 mamy Ymin=0, @ przy x=
+3 (4k+1) mamy yn,=1.

10.123. Funkcja jest okreslona dla wszystkich x; przy x=2kn (k=0, £1, +2,..)
mamy Ymn=0, 2 przy x=Qk+r (k=0, +1, £2,...)) mamy y,m=\/2; w punktach
minimum y nie istnieje (ostrza).

sve T e lesflama e owezverkich xtoprzy v -1 mamy Vo =3 —1,

10425, == 50 o -
dx -~ dx~ °
na wysokosci y=4, wowczas dy[dx= 0 i d?yfdx*= —3; nast¢pnie tor opada i przy t=2
osiaga punkt najnizszy y=0, wéwczas dyldx=0 i d*y|dx*=3; przy dalszym wzrastaniu ¢,
tor wznosi si¢ nicograniczenie i obie pochodne rosna.
2 2 2
%:é- ! d y=3 _t_iZ{S; przy t=0 jest y=01 obie pochodne sa

10.126. s =3 .
dx 4 (141

[y




