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ZADANIE 5.18. Dany jest odcinek a, i kat ostry a. Na plaszczyznie dane sag we wspél-
rzednych biegunowych punkty:
Ao(p=0, p=a), A\ (p=a, p= acosa), ..., A,(p=nx, p=acos’a),...

Obliczyé granice diugosci linii tamanej Ao A; A, ... A, ... (rys. 5.7).

Rys. 5.7

Rozwiazanie. Obliczmy kolejno boki famanej:
AgA,=agsina, A A,=a,sina=a,cosasina,
A,_, A, =agcos"asina,

Trzeba znalez¢ sumg szeregu

o] @
L= Y acos’asina, czyli L=asina} cos"«.
n=0 n=0
Poniewaz
Lo}
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Y cos"a= ,
n=0 1—cosa
wigc
asina
L=——— skad L=actgia.
1—cosa
Zadania

Obliczy¢ nastgpujace granice (zad. 5.19 - 5.53):
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C (x=3) (-1 C Ytmx—1
531, lim ———— 532. lim ———

x=3 x2—-9 x~0 x

wskazéwka. W zadaniu 5.32 polozy¢ 1 +mx=1t>.

533 limx ~ . n - liczba naturalna.
x—=1 X—l
 Vx-s VX H1-Vx+1
§34. lim . 535 lm—————
. x-25 X—25 x20  1—/x+1
Vxi+1-1 sin 3x
536, lim ot . 537. lim ——.
x0~/x2+25-5 x-»0 4x
. 4x . sinx
538. lim-——; . 539. lim ——
x—038in2x x++w X
. sinx . cosx
540. lim —. 541. lim —--
x—4n X ,..,)gx—iﬂ:
. tgx . 8—x
542. lim-—. 543. lim —— -
x—0 4x x—8 SIN § X

Wskazéwka. W zadaniu 5.43 zastosowaé wzér sin x=sin (n~ x).

. sin2x .otg2x
544, lim — . 5.45. lim——.
x—08in 3x x—0 tgX
1+4cosx COSX —COSiT
5.46. lllll*2 . 5.47. lim ~——'—‘——l‘ .
x~n SIN°X x—3n SINX—Sin T
tg(x—1 . arctgx
s, tim 201 5.49. lim — 2~
x—1 (x=1) x=0 X

Wskazéwka. W zadaniu 5.49 polozy¢ arctg x=a.
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. arcsin(1 —2x) x
5.50. lim—————— 5.51. lim+/1+sinx.

) .
x—¢ x“—1 x—0
e

Wskazéwka. W zadaniu 5.50 polozy¢ arcsin (1 —2x) =a.

1
5.52. lim(1-3x)*. 5.53. Lim(1 +kx)*.

x-0 x-0

Zbadac¢ ciggloé¢ nastepujacych funkgji (zad. 5.54 - 5.60):

x2-25

5.54. f(x)= dla x#-5 i f(-5)=—10.

x+

5.55. f(x)=2% dla x#0 i f(0)=1.
X

5.56. f()=""% dla x£0 i f(0)=1.

Ix|

5.57. f(x)=x+ L
x

2
x’—x?

=1
5.60. f(x)=[x] +[——x] .

5.58. f(x)=

5.59. f(x)=x—[x].
W zadaniach 5.61 - 5.63 okre§li¢ funkcje f (x) w punkcie x=0 tak, aby byta ona ciagta:

Vi+x—1
. .

5.61. f(x)= 5.62. f(x)=xsin —.
X

2
5.63. f(x)= sin” x

1—cosx

Znalezé granice lewostronna i granicg prawostronna nastgpujacych funkcji (zad. 5.64 -
5.75):

x[b . b x .
5.64. — | — w punkcie x=0. 565. —| —| w punkcic x=0.
al|x x|a
1
e —1 . .
5.66. T w punkcie x=0. 5.67. ™ w punkcie x=1.
e +1
1
z . x
5.68. xe® w punkcie x=0. 5.69. — w punkcie x=1.
2+t
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5.70. A ; W punkcie x=0.
1+
1L
571. 2" w punkcie x=a.
!
2743
5.72. w punkcie x=0.
3742
o1
xsin — dla —0<x<0,
x w punkcie x=0.
573. f(x)= 1
sin — dla 0<x<o
X
5.74. f(x)= w punkcie x=0.
[sin x
b+c b-c .
5.75 ——2—+—-—arctg———— w punkcie x=a.

5.76. Znale¢ graniczna warto$¢ pierwiastkéw rownania kwadratowego ax?+bxtc=0
(b0) przy a—0.
5.77. Dane sa trzy prostokaty o jednakowych podstawach réwnych 1 m i o wyso-

kosciach odpowiednio réwnych 3, 21 1 m ustawione w odlegtosci 1 m od siebie (rys. 5.8).
Zakladajac. #¢ x zmienia sie w sposéb ciagly. wvrazi€ zakre€§lone pole jako funkcie x.

Czy funkeja ta bedue ciggla?

Rys. 5.8

5.78. Wierzcholek B tréjkata ABC porusza si¢ po prostej BE réwnoleglej do prostej AC
oddalajac sie nieograniczenie w prawo. Zbadaé, jak si¢ beda zmienialy boki trojkata,
katy wewnetrzne i kat zewngtrzny BCD.

5.79. Niech p oznacza strzatke tuku opartego na kacie srodkowym ¢, p, natomiast
oznacza strzalke luku opartego na kacie srodkowym 4 ¢. Obliczy¢ granicg stosunku strzatek
plp;, gdy ¢—0.
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5.80. W kole poprowadzono ci¢ciwg A4B. Punkty AiB polaczono.u .érodlficm C luk.u
AB. Przez punkty Ai B poprowadzono nastepnie styczne do kola przecinajace si¢ W punkcie
D. Obliczyé granicg stosunku pol tréjkatow 4BC i ABD, gdy kat srodkowy oparty na tuku
AB dazy do 0.

5.81. Niech funkcja f(f) bedzie réwna ilosci stanéw skupienia zwiazku H?O (ld?d,
woda, para) w temperaturze f pod cisnieniem 1 atm. ZnaleZ¢ gratﬁcc lcwostroonna i gramc?g
prawostronng funkcji w temperaturze 1=0° oraz warto§¢ funkcji dla £=0°. Czy funkcja
w punkcie 1=0° jest ciagia?

Rozdzial VI

POCHODNE FUNKCJI POSTACI y=f(x)

§ 6.1. POCHODNE RZEDU PIERWSZEGO

Pochodng funkcji y=f (x) w punkcie x nazywamy granicg, do ktorej dazy stosunek przy-
rostu funkcji 4y do odpowiedniego przyrostu zmiennej niezaleznej 4x, gdy przyrost zmien-
nej niezaleznej dazy do zera, czyli granicg

Y _ iy JEH4X) 1)

lim —=1i
Ax-‘OAx 4Ax—~0 4x

Jezeli granica taka nie istnieje, to funkcja w tym punkcie nie ma pochodne;j.
Pochodng funkcji y =/ (x) oznaczamy 1
. . dy  df(x)
" x), —, =,
¥ f(x) ax .
Pierwsze dwa symbole wprowadzil Lagrange, trzeci i czwarty symbol — Leibniz, ostatni —
Newton; ten ostatni symbol uzywany jest najczgéciej w mechanice.

Geometrycznie, pochodna funkcji y=f(x) w danym punkcie réwna si¢ wspdtczynnikowi
kqtowemu stycznej do wykresu funkcji w tym punkcie (rys. 6.1) (*).

Y
1

7 0| .
Rys. 6.2

Odnajdywanie pochodnej funkcji nazywa si¢ rozniczkowaniem funkcji. Dzial mate-
matyki traktujacy o pochodnych, ich wlasnoéciach i zastosowaniach nazywamy rachunkiem
rézniczkowym.

(") Wspdlczynnik kqrowy prostej jest to tangens kata «, ktory prosta tworzy z dodatnim zwrotem
osi Ox.




Rozwigzania i odpowiedzi
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3.39. Zbiezny przy b<a i rozbieiny przy b>a. 3.40. Zbiezny bezwzglednie.  3.41,
Zbiezny. 342. Zbieiny Q(ryterium Cauchy'ego).  3.43. Zbiezny (na podstawie kry.
terium Cauchy’ego, bo :/u,,—’&n<l). 3.44. ZbieZny, gdyz speinia warunki kryterium

- ) 1 1
Leibniza. 3.46. Rozbiezny, gdyz ——>—. 3.47. Zbietzny warun-
n

3.45. Zbiezny. i
ogn

kowo (kryterium Leibniza).  3.48. Zbiezny warunkowo. 3.49. Zbiezny. 3.50. Zbicz-
ny. 351. Zbiezny. 3.52. Zbielny. 3.53. RozbieZny. 3.54. Zbiezny, gdyz
ou,+1 .

lim ” =3<1. 355 Rozbiezny. 3.56. Rozbietny, gdyz limu,=10#0. 357
Lind o " L ind-2]

Zbiesny. 3.58. Zbieiny bezwzglednic. 359. Zbieiny. 3.60. Rozbiezny. 3.6l
Rozbiezny. 3.62. Rozbiezny. 3.63. Zbiezny. 3.64. Rozbiezny. 3.65. Zbiezny
bezwzglednie.  3.66. Zbiezny dla [a|<1. 3.67. Zbiezny. 3.68. Zbiezny bezwzglednie,

3.71. Rozbiezny. 3.73.

3.76. Rozbiezny.

3.69. Zbiezny bezwzglednic. 3.70. Zbiezny. 3.72 Zbieiny.

3.74. Zbiezny. 3.75. Zbieiny.

3.77. Szereg przemienny, wyraz ogolny daty do zera, lecz kryterium Leibniza nie
jest spelnione, gdyZz ciag wartosci bezwzglednych nie jest monotoniczny:
I 1 2 2 1 | 2 2 1 2n+1 1 1

2>—, —<—, =D, — <, s —-—= > —
272 3 3 4 4 5 2n—1 2n 2n(n—1) 2n 2

Rozbiezny.

. L . .
ale szereg harmoniczny ) — jest rozbiezny, wigc 1 dany szereg jest rozbiezny.
a=1 N

3.78. Zbiezny, jako przemienny i spetniajacy kryterium Leibniza.
3.79. Rozbiezny.

3.80. Zbiezny dla a>10. Oprzeé si¢ na toZsamosci a8 = p'os®

. = 1
3.81. Zbiezny. Porownaé z szeregiem ) —-
w=1 N
382 Tak. 383 Nie. 384 . 385 Zbiezny. 3386 !
SSin{ntD)
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5.54. Ciagla dla wszystkich x. 555. Ciagla dla wszystkich x.

5.56. Ciagla dla wszystkich x#0. W punkcie x=0 mamy
lim f(x)=f(0)=1, lim f(x)=—1.
x=-0

x=++0

§.57. Funkcja ciagla na calej osi liczbowej z wyjatkiem punktu x=0, w ktérym jest
obustronnie nieciggta.

5.58. Funkcja jest nieciagla w punkcie x= 1.

5.59. Funkcja ciagla na calej osi liczbowej z wyjatkiem punktow calkowitych x=
=0, +1, %2, ..., W ktorych jest prawostronnie nieciagla.

5.60. Funkcja ciagla na calej osi liczbowej z wyjatkiem punktow catkowitych x=
=0, +1, +2,..., w ktorych jest obustronnie nieciagta.

561. f(0)=0,5. 562 f 0)=0. 5.63. f(0)=2. 5.64. bla; bla.

5.65. Granica lewostronna: 0, jesli a<0; + oo, jesli 6>0, a>0; — o, jedli b<0, a>0;
0, jesli b=0. Granica prawostronna: 0, je§li a>0; 0, jesli b=0; —oo, jesli a<0, b>0;
+ 00, jesli a<0, b<O.

5.66. Granica lewostronna —1, granica prawostronna 1.

5.67. Granica lewostronna + 00, granica prawostronna 0.

5.68. Granica lewostronna 0, granica prawostronna + 00.

5.69. Granica lewostronna —3, granica prawostronna 0.

5.70. Granica lewostronna 0, granica prawostronna 0, ale funkcja nie jest ciagla
w punkcie x=0, gdyZ nie jest okre§lona w tym punkcie.

5.71. Granica lewostronna 0, granica prawostronna + .

5.72. Granica lewostronna %, granica prawostronna 0.

5.73. 0; nie istnicje.  5.74. 0; 0. 575.c, b. 576 x;——c/b, x,>+.
5.77. Mamy
fax dla  0<xxl
Jixj=
5 dla 3<x<4,
x+1 dla 4<x<S5,
6 dla 5<x<+.

Funkcja ciagla na potprostej <0, + ) .
5.78. AB—»+ o, CB—+w, X BCD—0, ¥ ACB—180°.

&8t Granica lewostronna i prawostronna 1; f(0)=2 (l6d i woda); W pu

580. %.
nkcie =0

579. 4.




