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Wiemy, z¢ gdy n—co. to obic sumy maja granice skoficzone: pierwsza granica jest réwng
sumie szeregu harmonicznego rzedu a=2, a Wigc zbicznego, druga granica, obliczon]
ze wzoru (3.1.3). dajc 1: a wigC

limSy,= Y. —1—,+1.
p—*n n=1
Okazali$my, Ze ciag sum czastkowych parzystych S,. jest zbiezny.
Azeby dowiesc, i cigg S, jest zbiezny, nalezy jeszcze wykaza¢, ze cigg sum czastkg,
wych nieparzystych Syue 1 jest zbiezny i to do tej samej granicy, wynika to bezposred 1
z rownosc
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wobec tego, Ze wyraz ogblny danego szeregu dazy do zera.

W ten spos6b udowodmilismy zbicznosc szeregu utworzonego Z bezwzglednych wal
. agee . 3
tosci wyrazow dancgo szeregu, 2 Wice tym samym udowoduiliémy bezwzgledna zbieznoy

danego szeregu.

§ 3.4. INNE GZEREG! LICZBOWE

Zajmiemy sig¢ tutay szercgami nie nalezacymi do zadnej z poprzednio rozpatrzony
grup. Przy badaniu zbieznosci takich szeregow stosujemy czgsto podane juz kryteriu

bezwzglednej zbieznosci szeregow (3.3.2).

ZapaNig 3.19. Zbadad zbieZnosc szeregu
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Rozwiazanie. Szereg ten jest bezwzglednie zbiezny,

z bezwzglednych wartosci wyrazéw danego szeregu jest zbiezny jako szereg geometryCig

oilorazie ¢=1%.
ZADANIE 3.20. Zbadac zbiczno$¢ szeregu
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Rozwiazanic. W szeregu tym wystepuja wyrazy dodatnie i ujemne, ale nie na prze-
mian.
Badamy SZereg
@, |sinn|
T 3"

n

pod uwagg, ¢

atworzony % bezwzglednych wartosci wyrazow danego szeregu. Biorac
sin n|/3"< 1/3",

dia kazdej wartoéci naturalnej n zachodzi nieréwno$¢ [sin n|<1, mamy
® 1
wiee W my$l kryterium poréwnawczego Szereg (1) jest zbiezny, gdyZ szereg Y 7 jest
a=1

bieiny jako szercg geometryczny o ilorazie g=1. Stad wniosek, Ze dany szereg jest bez-
waglednie zbiezny.

Zadania

Napisac¢ sumy czesciowe podanych niZej szeregow i znalezé ich granice (zad. 3.21 - 3.25):
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Majac dana sumg czesciowg szeregu S, znalez¢ ogolny wyraz szeregu oraz jego sumg

| (zad. 3.26 - 3.28):
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3.28. S,=

Zbadaé zbiezno$¢ nastepujacych szeregdw (zad. 3.29 - 3.81):
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358 Yy ——5—. 3.59. Z sin — tg ) na prawo od ich punktu przecigcia przeprowadzono odcinki réwnolegle do osi Oy, W row-
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3.85. Rozwazmy ciag trojkatow prostokatnych réwnoramiennych takich, Ze przy.
prostokatna poprzedniego jest przeciwprostokatna nastgpnego trojkata. Przeciwprosto,
katna picrwszego trojkata réwna sig 1. Zbadaé zbieznoé¢ szeregu i a, , gdzie a, jest diy
goscia priyprostokatnej n-tego trojkata. " |
Rozdziat 1V

FUNKCJE JEDNEJ ZMIENNEJ

§ 4.1. UWAGI OGOLNE O FUNKCJACH

Mowimy, Ze w zbiorze liczb A jest okreslona pewna funkcja f (funkcja jednej zmiennej),

Rys. 3.1 jezeli kazdej liczbie x ze zbioru A jest przyporzadkowana dokladnie jedna liczba y pe-
waego zbioru liczb B.
3.86. Rozwazmy figur¢ krzywoliniowa ograniczong lukami dwéch okregow sty Przyporzadkowanie to zapisujemy:
nych o promieniach réwnych 1 i prosta styczna do tych okregow. W figurg t¢ wpisuje m y= 1)

ciag okregéw o mozliwie maksymalnych promieniach (rys. 3.1). Diugosci $rednic ty

Literg¢ x we wzorze (1) nazyw. i . . . .
okregéw tworza szereg, ktrego suma réwna sig 1. Napisac ten szereg. M amy argumentem funkcji lub zmiennq niezaleing, literg

y — zmiennq zaleing. OkreSlong liczbg x, ze zbioru A nazywamy wartosciq argumentu
funkcji f albo wartosciq zmiennej niezaleinej x; przyporzadkowangy jej liczbg y, ze zbioru B
pazywamy warfosciq funkcji f w punkcie xg. Zbidr A Wartosci argumentéw fuankcji f na-
gywamy dziedzing funkcji f albo polem okreflonosci funkcji f. Zbior B wartosci funi(cp f
nazywamy zakresem funkcji f.

Funkcja moze by¢ okreflona réznymi sposobami. Podamy najwazniejsze z mich:

1° Za pomocg wzoru.

PRZYKLADY:

.(a)'y=x1——l. Za pole tej funkcji mozna przyjac zbiér wszystkich liczb (co mozna
?aplsac. w postaci podwdjnej nieréwnosci — oo <x< 00); wowczas zakresem tej funkcji
jest zbior liczb y spelniajacych nieréwnos$¢ y> —1 (rys. 4.1).
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Rys. 4.1 Rys. 4.2

W“(b) y.=2’\/ 1— 3c2. Za pole tej funkcji mozna przyjac zbior liczb x spelniajgcych pod-
Wojng merovvffloéc —1<x<I; wowczas zakresem funkcji bedzie zbidr liczb y spetnia-
 Jacych podwdjng nieréwnosé 0y <2 (rys. 4.2).

© y=v —x2(1—x)7. . . . A . .
liczb3 (})’ V=x (1—x)*. Pole tej funkcji sklada si¢ z dwdch liczb 01 1, a zakres z jednej
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3.39. Zbicsny przy b<a i rozbieiny przy b>a. 3.40. Zbiezny bezwrglednie. 34
Zbiesny. 3.42. Zbiezny (kryterium Cauchy’ego). 3.43. Zbiezny (na podstawie kry.
terium Cauchy’ego, bo :/u,,—Oin<l). 3.44. Zbiczny, gdyz spelnia warunki kryteriug

1 1
Leibniza. 3.45. Zbiczny. 3.46. Rozbieiny, gdy? l——~>—. 3.47. Zbieiny warup.
ogn n

3.49. Zbiezny. 3.50. Zbiez-
3.54. Zbieny, gdys

3.48. Zbiezny warunkowo.
3.53. Rozbiezny.

kowo (kryterium Leibniza).
ny. 351. Zbie2ny. 3.52. Zbieiny.
u,+1

=3<1. 3.55. Rozbiezny. 3.56. Rozbiezny, gdyz lim u,=10#0. 357

o Uy A >

Zbietny. 3.58.. Zbiczny bezwzglednie. 3.59. Zbieny. 3.60. Rozbiczny. 3.61.
Rozbiezny. 3.62. Rozbiciny. 3.63. Zbiezny.  3.64. Rozbieiny. 3.65. Zbieiny
bezwzglednie.  3.66. Zbieiny dia laj<1. 3.67. Zbiczny. 3.68. Zbiczny bezwzglednie,

3.71. Rozbiezny. 3.72 Zbieiny. 3.73.

3.76. Rozbiezny.

3.69. Zbietny bezwzglednie. 3.70. Zbiezny.
Rorzbiezny.  3.74. Zbiezny. 3.75. Zbiezny.

3.77. Szereg przemienny, wyraz ogélny dazy do zera, lecz kryterium Leibniza nie
jest spelnione, gdyz ciag wartosci bezwzglednych nie jest monotoniczny:

- 5 1 1,

o

1 .
ale szereg harmoniczn — jest rozbiezny, wigc i dany szereg jest rozbieiny.
y . J

n=1

. 3.78. Zbiezny, jako przemienny i spetniajacy krytcr-ium Leibniza.
3.79. Rozbiezny.

3.80. Zbiezny dla a> 10. Oprzeé si¢ na toZsamosci a
o

: 1

281 7histnv Po-famad z szeremiom N .
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382 Tak. 383 Nie. 384. L 385 Zbiezny. 386. —
. : - a=1 "(n +1)
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534. %. 535. 1. 5.36. 5. 5.37. 3. 538 1
5.39. 0 540. 2/n. 541 —1. 542 % 5.43. §/n.
5.44. 2. 5.45. 2. 5.46. 1. 547 —1. 548. +o0.
5.49. 1. 550. -+ 55l e 552, ¢73 553, ™.
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5.54. Ciagla dla wszystkich x. 5.55. Ciagla dla wszystkich x.

5.56. Ciagla dla wszystkich x#0. W punkcie x=0 mamy
lim f(x)=f(0)=1, lim f(x)=—1.
x-~-0

x++0

5.57. Funkcja ciagla na calej osi liczbowej z wyjatkiem punktu x=0, w ktdrym jest
obustronnie nieciagla.

558 Funkcja jest nieciagla w punkcie x=1.

5.59. Funkcja ciggla na calej osi liczbowej z wyjatkiem punktow catkowitych x= .
=0, +1, +2, ..., w ktérych jest prawostronnie nieciagla.

5.60. Funkcja ciagla na calej osi liczbowej z wyjatkiem punktéw catkowitych x=
=0, +1, +2, ..., w ktérych jest obustronnie nieciagla.

561. £(0)=0,5. 5.62. f(0)=0. 5.63. f(0)=2. 5.64. bja; ba.

5.65. Granica lewostronna: 0, jesli a<0; + oo, jesli >0, a>0; — oo, jedli b<0, a>0;
0, jesli b=0. Granica prawostronna: 0, jesli a>0; 0, jesli b=0; — oo, jesli a<0, 6>0;
+ 00, jedli a<0, b<O0. -
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5.68. Granica lewostronna 0, granica prawostronna + oo.
5.69. Granica lewostronna —3, granica prawostronna O.

570. Granica lewostronna 0, granica prawostronna 0, ale funkcja nie jest ciagla
w punkcie x=0, gdyz nie jest okreSlona w tym punkcie.

§71. Granica lewostronna 0, granica prawostronna + c0.

&7 jewosts: LogTami. oL e
5.73. 0; nie istnicje.  5.74. 0; 0. 575. c; b. 5.76. x;—»—c/b, x;—>+ 0.
5.77. Mamy
3x dla 0<xxl,
- 13 dla 1<x<2,
J2x—1 dla  2<x<3,
f(x)=
5 dla 3<x<4,
x+1 dla 4<x<S5§,
6 dla 5S5<x<+w.

Funkcja ciagla na péiprostej <0, +00) .
578. AB—++ o, CB—+w, ¥xBCD—0, x ACB—+180°. 580. 1.

5.81. Granica lewostronna i prawostronna 1; f(0)=2 (16d i woda); w punkcie ¢=0
funkcja nie jest ciagla.

579. 4.




