+ 00, wiec dla x o duzej wartosci bezwzglednej pierwszy sktadnik x—1 przed-

Tabl. 65-1
2 2 2 i vyia w przyblizeniu funkcje (65.3). Wykres tego skladnika przedstawia prosta
x x<7 3 | 3<x<2 2 2<x l fréwnaniu y = x—1, ktéra nazywa sig¢ asymplotq krzywej (65.3).
3 + o _ o R ~ i Odp. Tabl. 65-2 i rys. 65-2.
i .
| maks. N e | Tabl. 65-2
y / 86 \ 2 v |
_ cQ/ 57 N min. / ’ * x < =2 ~2 | -2<x<—1] —1 —1<x<0 0 0<x
’ 0 — NG — 0
y + PN +
vl y=xI-dx244x+2 /' |maks.| \ NS 0 *©
Y —’ —4 N | /N \\ min. //'
5 -
L n y
86 ‘
27 i 4
: 1 //@:X_7
4 *IL min AN X
! 1 —
Tl Y
v S S Y N A
=1 {0 32_7 2 3 I‘//i{ x+1
//\( I 4—
/e L
Q&‘)’&%/ maks T
Rys. 65-1 V’\}«/ .
-
Rozwigzanie. Dziedzing funkcji (65.3) jest suma przedziatow: Rys. 65-2
(—o0; —1) U(=1; ).
Obliczamy granice: Pytania i zadania
lim y=—-0w, lim y=-—c, I = i = '
x>—00 X1 Y x_,lﬁnlz y =, ,f‘jﬂ, y=w § 1. Wymienic czynnodci, ktore skladaja si¢ na badanie funkeji.
Nastepnie obliczamy pochodna: s 2*, Zbadaé funkcje:
! — 1Yy —x2 = x2 ey — =93+ 3xi— 5
,_ 2x-(xt)—x? _ x(x+2) a) y=1 22x2 x2, b) y=x*-(x—3), ¢)y=2x T.l’; 12x+5,
x+1DZ T (x+1)2 4) yo DAL = (=D x - >
(x+1) )y P e) y=(x-3)yx, Dy xG=x7)’

'Pochodna jest dodatnia, wigc funkcja jest rosnaca w przedziale (- 1)
iw przedziale (0; o), natomiast pochodna jest ujemna, wiec funkcja jest . .1-
Jaca w przedziale (—2; —1) i w przedziale (—1;0).

W punktach —21i0 funkcja ma ekstrema: maksimum f(~2) = —4 i minom
f(©) =o0. :

Wyniki obliczers wpisujemy do tabelki i sporzadzamy wykres. Poniewa? 11 s
badang mozna zapisaé w postaci ‘

’ 1
. ®y=xt—, hy=x'+2-x]

66. Znajdowanie najwigkszej lub najmniejszej wartosci
h ¢ funkcji w przedziale

. Niech f oznacza funkcje ciagta w przedz ' domknigtym {a; b i rézniczko-
alna wewnatrz tego przedzialu. Wiemy, ze funkcja f przyjmuje w tym przedziale
,wgrtoéé najwigksza M i warto$§é najmniejsza m. Przypuéémy, Ze chcemy
nalezé M lub m. Zauwazmy, Ze jesli funkcja f ma wartos¢ M w punkcie wewngtrznym

1 .
Yol AT oo

y { ’, ,y g’—-’ qy O,gyx—b——\i‘ll”'»-i
sum (lW()C]l Sk a(lll]k(bw Z k“)] (:1[ (hl] 1 (l VA d() (1 FER I
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przedziatu {a; b), to ma w tym punkcie maksimum. Wynika stad, ze wartdscia naf
wieksza funkcji w przedziale {a; b) jest jej maksimum, albo f(a), albo £(b). W cel
znalezienia wartosci najwigkszej nalezy wigc obliczyé maksima, wartoéé funk”
w punkcie a, warto$¢ funkcji w punkeie b, a nastgpnie wzia¢ najwigksza sposrdd
tych wszystkich liczb. Podobnie, w celu znalezienia wartosci najmniejszej m naleff
obliczy¢ minima, f(e) i f (b), a nastgpnie wzia¢ najmniejsza sposrod tych wszystk'
liczb. 1

Przyklad*. Znalezé najwigksza oraz najmniejsza wartos¢ funkcji

4
y=x+--=3

w przedziale {1; 6).
Rozwigzanie. Szukamy ekstremum funkcji (66.1)

4
y=1-—15; V=0elkx=-2)vx=2)]

Liczba —2 nie interesuje nas, gdyz lezy poza przedzialem (1; 6>. Dla x = 2 funk.‘
(66.1) ma minimum réwne 1. Obliczamy ponadto f(1) = 2, oraz f(6) = AL
Odp. M =—13L, m=1.

Rys. 66-1 ilustruje ostatni przyklad.

Rys. 66-1

Przyklad*. Zbadaé, ktory z tréjkatéw réwnoramiennych o danym‘obwodz":
ma najwigksze pole. ‘
Rozwigzanie Oznaczmy przez x polowe dlugosci podstawy tréji:

kata, przez 2p jego obwod, zas przez S — pole.
Poniewaz CD? = (p—x)*—x? = p?—2px, (rys. 66-2), wiec

S=x-CD=xyp—2px
Stad

S = Y p*x>—2px?

7. uwagi na tres¢ przykladu zbadamy te funkcje dla 0 <<ax << _;’, .
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Znajdziemy ekstremum funkcji (66.2). Obliczamy pochodng

§' = e (p-3%)
) PPx*=2px®
0
|
|
|
I
|
!
|
!
!
A x g
Rys. 66—3

Wynika stad, ze w przedziale (0;£) pochodna 5§’ tha tylko jeden punkt zerowy
Xo = “-, Przy czym w pewnym otoczeniu tego punktu §' > 0gdy x < 2.1 §' < 0

gdy x > £ . Funkcja (66.2) ma wiec maksimum w punkc1e Xo:

N T
mak: ]/ P 27 - 9 P
Poniewaz funkcja (66.2) jest rosngca w przedziale (0; xy) 1 malejaca
w przedziale (l‘ﬂ.g-), wiec znalezione maksimum jest najwiekszg wartoscig

badanego pola.

3,
Odp. ig_ P

Na rys. 66-3 wykreslona jest zalezno$é (66.2) w przypadku, gdy p = 6.

N
L S=V36x2—12x3

Rys. 66-3

Przykiad*. Na danym kole opisa¢ trapez réwnoramienny o najmniejszym polu.

Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rys. 66-4. Wyrazimy pole S
trapezu za pomoca zmiennej x, ktora jest polowa dlugosci podstawy.
Poniewaz AH = AE = GF, oraz DE = x, wiec

(x—=AH?+(2r)* = (x + AH)?
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Stad AH = —';2— , zatem
2
S=uH+mwAG=(%+wym

czyli

przy czym z uwagi na tre$¢ zadania x > 0. Znajdziemy ekstremum funkcji (66.3)

Obliczamy pochodna

2
s’=2r(1—lg)
X

Istnieje tylko jedna dodatnia wartos¢ x, dla ktdrej pochodna (66.4) jest réwna zeru

a mianowicie x, = r. Latwo sprawdzi¢, ze w punkcie x, funkcja (66.3) ma midimi.

Smin = 4r*. To minimum jest jednoczesnie najmniejsza wartoscia funkcji (66.3) w ro.
patrywanym przedziale (0; co) poniewaz dla x € (0; r) funkcja (66.3) jest malejyc.
za$ dla x e(r; c0) —rosnaca. Dla x = r trapez opisany na kole jest kwadratci

Odp. Kwadrat o boku 2r.

Przyklad*. Zbada¢ zmiennos§¢ objetosci walca wpisanego w kule o promieniu #

Rozwiazanie. Przyjmujemy oznaczenia jak na rys. 66-5. Wyrazimy objetod¢ |
walca za pomoca miary tukowej x kata BDC.

R

R

g
|
AR
A

L)

Rys. 66-5

Poniewaz BC = 2R'sin x, oraz DE = R cos x, wicc
V ==(DE)*-BC = n- R*cos®x:2Rsin x
czyli

V = nR3sin2x - cos x (66~
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(66.3)

(66.-h

'\ przy czym z uwagi na tresé przykladu zbadamy tg funkcgg dla¢ <x < T . Znaj-
i dzwmy ekstremum funkcji (66.5). Obliczamy pochodng:
V' = nR¥2cos 2x * cos x —sin 2x - sin x)
3 Stqd po latwych przeksztaicemach
= 2nR3cos x (1 —3sin%x) (66.6)
Poniewaz dla x e (O; 12‘_) mamy cosx > 0 i sin x > 0, wigc
V' =0<1-3sin2x = 0« (1 -}/ 3sinx) (1 +V3sinx) = 0<ssinx = 37134

b W przedziale (0; 125) istnieje zatem dokladnie jedna liczba xgq, dla ktdrej V' = 0,
taka mianowicie, ze sin x, = Vl: W punkcie x, funkcja (66.5) osiagga maksimum
3

! ktore jest najwigksza wartoscia tej funkcji w przeduale 0; ;}\} Poniewaz cos x, =

= vz , wiec na podstawie wzoru (66.5) dostajemy

V3
Vinaxs = 7R3+ —‘/E —]/:2 = 4m ":
V V3 V3 3y3
47t R3
Odp. Vpays =~
3y3
Uwaga. Ostatni przyklad mozna rozwigzaé inaczej, przyjmujac za

k zmienng x niewiadomg dlugosé¢ wysokosci walca. Wowczas

2
Vo=n (R’— 3“?) ‘X (66.7)

“‘ wigc zadanie sprowadza si¢ do znalezienia najwigkszej wartoici funkeji (66.7) w prze-
¢ dziale (0;2R).
‘ Przykiad*. Bieguny ogniwa o sile elektromotorycznej £ i opornosci wewnetrznej 0

. (rys. 66-6) polaczono przewodnikiem o opornosci R. Ztuadaé, dla jakiej wartodci R
¢ moc na tej opornodci jest najwigksza.

R
1
D
P

L

———

Rys. 66-6

Rozwigzanie. Z fizyki wiadomo, z¢ moc M na cpornoéci R, wynosi
E z
M=Ri?=R-[—
' (9+R)
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czyli
R
=E? (66.8)
(e+R)?
Ta réwno§¢ wyraza zalezno$¢ mocy M od zmiennej opornosci R, przy czym
0 < R < o0. Znajdziemy ekstremum funkcji (66.8). Obliczamy pochodna. Po w\
konaniu latwych rachunkéw dostajemy
E*

r = - (0— 66.'1
(e+R)? (e-R) (
Ze wzoru (66.9) wynika, ze funkcja (66.8) ma dla R = ¢ maksimum, réwn.
E2
Mmaks = —'4?
Znalezione maksimum jest najwigksza wartoscia mocy (66.8) w przedziale (0; ./
2
Odp. Dla R = g5 My = L.
40

Rys. 66-7 ilustruje rozwigzany przyklad.

I
|
|
]
1
0 2p 3p

Rys. 66-7

Pytania i zadania

1. Omdéwi¢ metode znajdowania najmniejszej lub najwickszej wartpéci funkon
w przedziale. .

2*, ZnaleZz¢ najmniejsza oraz najwigksza warto$¢ funkcji
a) y= ]/x (10-x) w przedziale {1; 8),

b)-y=x3-2 w przedziale (—1; 2),
¢) y=sin*x+cos*x w przedziale {0; 2r),
d) y= z;i w przedziale {0; 1>.

3%, Zbadaé, ktory z tréjkatéw rownoramiennych wpisanych w dany okrag .
najwigksze pole.

4*, Zbadag, ktory z prostokatéw wpisanych w dany okrag ma najwigkszy obwod

5*, W dany stozek wpisaé walec o najwigkszej objetosci.

6*. Zbadaé, ktory z prostopadloscianéw o podstawie kwadratowej i danej po
wierzchni calkowitej ma najwigksza objetosc.

7*. Na danym okrggu opisal trdjkat prostokatny o najmniejszej przeciwpro
stokatnej.

8*. Na danej kuli opisa stozek o najmniejszej objgtosci.
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67. Interpolacja liniowa

Przypusémy, ze funkcja f jest okre§lona w przedziale (x,; x,> i ze znamy jej
p , wartosci tylko na koncach tego przedzialu: f(x;) = y,, f(x;) = y,. Nie znajac
wartosc1 funkcji f w przedz1ale (xl, x2) postgpu_]emy niekiedy tak, e zastepujemy

y=yi+ ;{% (x—x,) (67.1)

[ Niech c € (x;; x;). W6wczas nieznana wartosé f(c) mozna zastapi¢ warto-
| scia funkcji liniowej (67.1) dla x = ¢, czyli liczba

Yo=YV .
Yt X7—%, (e—xy)

[ uwazajac ja za przyblizenie wartosci f(c)

J@Om yi+ 2 (=) (67.2)

Postgpowanie takie nazywamy mterpolac;q lmtowq Postugujac sig wzorem (67.2)

‘nalezy pamigtag, ze jest to wzor przyblizony. Pozostaje sprawa otwartg jak wiel-

| ki jest blad zwiazany ze wzorem (67.2), tzn. jaka jest réznica migdzy jego lewa

§ i prawg strona.

. Z interpolacji liniowej korzystamy m.in. przy obliczaniu na podstawie tablic
E wartosci funkeji dla argumentu zawartego migdzy dwiema wartoéciami tablico-
. wymi. Dla wielu funkcji stablicowanych, np. dla logarytmu, sinusa, cosinusa, tabli-

b " ce s3 zazwyczaj tak ulozone, Zeby btad mterpolacp liniowej nie przekraczat jednost-

k,l ostatniego rzedu. Réwnos¢ (67.1) zapisujemy zwykle tak

Y=y = % (x—x;) (67.3)

przy czym uzywamy nastgpujacych nazw:

A =y,—y, — réznica tablicowa
h =x,—x, — skok tablicowy

—Zl'(x—-xl) — poprawka interpolacyjna

‘Przyklad. Obliczyc’ metoda interpolacji liniowej sin 0,183, jezeli sin 0,18 = 0,1790

f i sin 0,19 = 0,1889.

Rozwigzanie. Mamy tu x, = 0,18; x, = 0,19; y, = 0,1790 i ¥, = 0,1889,

. Stad rdéznica tablicowa: 4 = 0,1889-0,1790 = 0,0099,

skok tablicowy: & = 0,19-0,18 = 0,01,

wige na podstawie wzoru (67.3) dostajemy

sin 0,183 —0,1790 = 0,99-0,003 = 0,00297 ~ 0,0030
Odp. sin 0,183 ~ 0,1820.




