ALGEBRA LINIOWA, I ROK
Sprawdzian 2

Zestaw 1,3: Ktoére operacje elementarne nie wptywaja na rzad macierzy?
Zestaw 2,4: Ktére operacje elementarne nie wpltywaja na wyznacznik macierzy?
Zestaw 1: Zacytowaé twierdzenie Laplace’a o rozwijaniu wyznacznika wzdluz kolumny.

Zestaw
Zestaw
Zestaw

2: Zacytowac twierdzenie Laplace’a o rozwijaniu wyznacznika wzdiuz wiersza.
3: Zacytowaé lemat o minorze bazowym.
4: Zacytowaé twierdzenie Cauchy’ego o wyznacznikach.

(2) Zestaw 1: Znalezé macierz A € R3 taka, ze A ;) Z } = [ 57) g }
(5 6 9 10
. ’ 7 . 2 . _
Zestaw 2: Znalezé macierz A € R3 taka, ze A 7 s } = [ 1 12 ]
[13 14 17 18
. ’ 7 . 2 . _
Zestaw 3: Znalez¢ macierz A € R5 taka, ze A 1516 ] = [ 19 20 }
[ 21 22 25 26
. ’ 7 . 2 . _
Zestaw 4: Znalez¢ macierz A € R5 taka, ze A 23 2 ] [ 97 98 }
xq ) x3 Tn—-1 In
€2 Z2 X3 Tpn—1 Tn
. x3 x3 €3 Tpn—1 Tn n—1
(3) Zestaw 1: Udowodnié, ze : = 1o (@ — @)
Tn—1 Tn—1 Tn—1 Tn—1 Tn
Tn T T . Tn Ln
a1b aba a1b3 a1bn, 1 aby,
a1by azbs azbs agbn_1 asby,
o a1b3 asbz asbz asbn_1 asby, _
Zestaw 2: Udowodnié, ze = a1y [[—; (@k41bk — arbrs1).
aiby,_1 azbp_1 agb,_ ap_1bp_1 an_1by
albn a2bn a3bn . a'n—lbn anbn
ar by b3 bn—2 bn—l bn
C1 ag b3 bn—2 bn—l bn
. Ci C2 as bp—o bp_1 by ne1
Zestaw 3: Udowodnié, ze ) o =b0n [y (ak —cr).
c1 c2 c3 Ch—2 Gp—1 by
Ci C2 C3 Ch—2 Cn—1 by
1 a a? a1 a”
T 1 a a2 qn1
To To 1 a3 a"?
Zestaw 4: Udowodnié, ze =1Teo, (1 — axy).
Tn—1 Tp—1 Tp—1 ]. a
Tn Tn T In 1
Rozwigzania

Zestaw 1,3: Zamiana miejscami kolumn/wierszy, pomnozenie przez skalar kolumny/wiersza, pomnozenie przez
skalar kolumny/wiersza i dodanie do drugiej kolumny /wiersza.

Zestaw 2,4: Pomnozenie przez skalar kolumny /wiersza i dodanie do drugiej kolumny /wiersza.

Zestaw 1: det A=Y (—1)"a; det Aj;, A =[a;j] € K7

Zestaw 2: det A=Y (—1)"a; det Ay, A =[a;;] € K

Zestaw 3: 7(A) = s wtw. gdy s = max{¢ € N: istn. niezerowy minor mac. A stopnia i}, A € K,

Zestaw 4: det(A-B) =det A-det B
(2) Zestaw 1: Niech A = z 2 . Wtedy réwnosé [ Z Z } [ ;) Z ] = [ ? g } prowadzi nas do ukladu réwnan:
a+3b=5 a+3b=5 a=—1
2a +4b =6 —2b=—-4 b=2
c+3d="7 c+3d="7 c= -2
2c+4d =8 —2d= -6 —-d=3

Zestaw 2,3,4: Analogicznie.



(3) Zestaw 1: Odejmujac pierwszy wiersz kolejno od nastepnych otrzymujemy wyznacznik:

I i) I3 Tpn—1 Tn
To — X1 0 0 . 0 0
r3 — I Tr3 — T2 0 ‘e 0 0
Tp — L1 Ty —X9 Xp—T3 ... Ty —Tp—1 O

i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy:

n—1 n—1
(0" [[@rrr —2n) = 0 [ [ (@ — 2040)
k=1 k=1
Zestaw 2: 7 pierwszego wiersza a; mozemy wyciagnaé¢ przed znak wyznacznika, po czym pierwszy wiersz mnozymy
kolejno przez as,as,...,a, i odejmujemy odpowiednio od drugiego, trzeciego itd. ostatniego wiersza. W ten sposob
otrzymujemy wyznacznik:
bl bQ b3 bn
a1bes — agby 0 0 0
ay a1b3 — a3b1 0,21)3 - a3b2 0 0
albn - anbl azbn — anbg a3bn — a,nb3 .o 0
i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy:
n—1 n—1
arb, (—1)" ! H (arbry1 — apt1br) = aiby, H(ak+1bk — abr41)
k=1 k=1

Zestaw 3: Z ostatniej kolumny b,, mozemy wyciagnaé przed znak wyznacznika, po czym odejmujac ostatni wiersz kolejno
od poprzednich, otrzymujemy wyznacznik:

ap—c by—cy ... by1—ch_1 O
0 ag —Cy ... bn,1 — Cp—1 0
bn
0 0 cee Qp—1 —Cp_—1 0
c1 Co Cn—1 1

. e . .. . n—1
i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy by, [[,—; (ax — cx).

Zestaw 4: Odejmujac od pierwszego wiersza drugi pomnozony przez a, od drugiego wiersza trzeci pomnozony przez a
itd. otrzymujemy wyznacznik:

1—axq 0 0 ... 0 0
T1 — Ao 1—ax, 0 .. 0 0
To — ars To — ars 1—azxs 0 0

Tp_ 1 — ATy Xp_1—GTp, Tp_1—aLy ... l—ax, O
Ty Ty Ty e Ty 1

i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy []r_, (1 — axy).



ALGEBRA LINIOWA, I ROK
Sprawdzian 2

(1) (a) Zestaw 1: Ktore operacje elementarne nie wplywaja na rzad macierzy?
Zestaw 2: Ktdére operacje elementarne nie wplywaja na wyznacznik macierzy?
(b) Zestaw 1: Zacytowaé twierdzenie Laplace’a o rozwijaniu wyznacznika wzdtuz kolumny.
Zestaw 2: Zacytowaé twierdzenie Laplace’a o rozwijaniu wyznacznika wzdiuz wiersza.

(2) Zestaw 1: Znalezé macierz A € R3 taka, ze A { Z1’> i } = [ ? g }

5 6 9 10
. ’ 7 . 2 . —
Zestaw 2: Znalez¢ macierz A € R5 taka, ze A { 78 } [ 11 12 ]
T To I3 oo ITp—1 Tp
T2 T2 I3 vee Tp—1 Tp
. I3 I3 I3 oo Tp—1 Xp ne1
(3) Zestaw 1: Udowodnié, ze : : : . : .| = L= (e — 2rt1)-
Ipn—-1 ITp—-1 Tp—-1 ... Tp—-1 In
T, Tn Tp - Tn  Tp
a1b1 a1b2 (leg N albn,1 albn
albg agbg a2b3 N (l2bn,1 agbn
o a1b3 a2b3 a3b3 N &3bn_1 agbn n—1
Zestaw 2: Udowodnié, ze : : : . : : = a1b, [[—; (@r41bk — arpbr41).
albnfl a2bn71 a3bn71 .o anflbnfl anflbn
aib, asb, asb, ... ap-1b, anby,
Rozwigzania
(1) (a) Zestaw 1: Zamiana miejscami kolumn/wierszy, pomnozenie przez skalar kolumny /wiersza, pomnozenie przez skalar

kolumny /wiersza i dodanie do drugiej kolumny /wiersza.

Zestaw 2: Pomnozenie przez skalar kolumny/wiersza i dodanie do drugiej kolumny/wiersza.
(b) Zestaw 1: det A = 27:1(—1)1.”@11' det Ay, A = a;5] € K]}
Zestaw 2: det A = Z?Zl_(—l)ZHGu det Ay, A= a;j] € K

. a b . .| a b 12 |5 6 . . .
(2) Zestaw 1: Niech A = . d_.Wtedy réwnosc¢ { . d} [3 4 ] = { 78 } prowadzi nas do ukladu réwnan:
a+3b=5 a+3b=5 a=—1
20 +4b =6 - —2b=—4 - b=2
c+3d="7 c+3d="7 c= -2
2c+4d =38 —2d = —6 —d=3

Zestaw 2: Analogicznie.
(3) Zestaw 1: Odejmujac pierwszy wiersz kolejno od nastepnych otrzymujemy wyznacznik:

I i) I3 Tpn—1 Tn
To — I 0 0 0 0
r3 — I Tr3 — T2 0 0 0
Tp — L1 Ty —X9 Ty —T3 ... Ty —Tp—1 O

i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy (—1)"1x, HZ;; (Tpy1 — Tk) = Ty, Hz;ll(xk — Tpa1)

Zestaw 2: 7 pierwszego wiersza a; mozemy wyciagna¢ przed znak wyznacznika, po czym pierwszy wiersz mnozymy
kolejno przez as,as,...,a, i odejmujemy odpowiednio od drugiego, trzeciego itd. ostatniego wiersza. W ten sposob
otrzymujemy wyznacznik:

b1 ba bs b

a1bos — agby 0 0 0

a a163 - a3b1 (lzbg — a3b2 0 0
1

albn - anbl agbn — anbg a3bn — G,nb3 N 0

i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy a1 b, (—1)"+! HZ;II (arbri1—aks1br) = arby, Hz;ll (ag+1bp—arbri1)-
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(1) (a) Zestaw 3: Ktore operacje elementarne nie wplywaja na rzad macierzy?
Zestaw 4: Ktoére operacje elementarne nie wplywaja na wyznacznik macierzy?
(b) Zestaw 3: Zacytowac lemat o minorze bazowym.
Zestaw 4: Zacytowaé twierdzenie Cauchy’ego o wyznacznikach.
13 14 17 18
. s 7 . 2 . _
(2) Zestaw 3: ZnaleZé macierz A € R3 taka, ze A { 15 16 ] = { 19 20 }
21 22 25 26
. s 7 . 2 . _
Zestaw 4: Znalezé macierz A € R; taka, ze A { 93 24 ] = [ 97 98 }
a; by b3 b2 bp-1 by
1 az b bn—2 bp-1 bn
. 1 C2 ag b2 bp-1 bn ne1
(3) Zestaw 3: Udowodnié, ze .| =bn II:Z: (ar — cx)-
¢k C2 C3 Ch—2 Qn-1 by
Ci C2 C3 Chn—2 Cn-1 by
1 a? anfl a”
T 1 a a2 gqnl
o Zo X9 1 c.oav3 gn? n
Zestaw 4: Udowodnié, ze =[Ii-;(1 — azg).
Tn-1 Tpn—1 LTpn—1 --- 1 a
Rozwigzania

Zestaw 3: Zamiana miejscami kolumn/wierszy, pomnozenie przez skalar kolumny/wiersza, pomnozenie przez skalar
kolumny /wiersza i dodanie do drugiej kolumny /wiersza.
Zestaw 4: Pomnozenie przez skalar kolumny/wiersza i dodanie do drugiej kolumny/wiersza.

Zestaw 3: 7(A) = s wtw. gdy s = max{¢ € N: istn. niezerowy minor mac. A stopnia i}, A € K,
Zestaw 4: det(A-B) =det A-detB

(2) Zestaw 3: Niech A = { Z Z } Wtedy réwnosé { (Cl Z } [ }g }Zﬁl } = [ 1; ég } prowadzi nas do ukladu réwnan:
13a + 15b = 17 13a + 1506 = 17 a+b=1 a=-1
14a 4+ 16b = 18 a+b=1 N 20 =4 b=2
13¢+15d =19 13¢+ 15d = 19 c+d=1 c=-2
14c 4 16d = 20 c+d=1 2d =6 d=3

Zestaw 4: Analogicznie.

Zestaw 3: Z ostatniej kolumny b,, mozemy wyciagnaé¢ przed znak wyznacznika, po czym odejmujac ostatni wiersz kolejno
od poprzednich, otrzymujemy wyznacznik:

(3)

ar—c1 by —co bp-1—cn1 O
0 as — C2 bn,1 —Cp—1 0
by, : :
0 0 ap_1—Cpn_1 O
C1 C2 Cn—1 1

. e . .. . n—1
i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy by, [[,—; (ar — cx).

Zestaw 4: Odejmujac od pierwszego wiersza drugi pomnozony przez a, od drugiego wiersza trzeci pomnozony przez a
itd. otrzymujemy wyznacznik:

1—axq 0 0 ... 0 0
T — aTs 1—axs 0 0 0
T2 — axsg o — axsg

1—axs3 0 0

1—ax, O
Ty 1

Tp—1 — GTp
Tn

Tp—1 — ATp
Tn

Tp—1 — ATp
Tn

i rozwijajac wzgledem ostatniej kolumny dostajemy []r_, (1 — axy).



