ALGEBRA LINIOWA, I ROK
Sprawdzian 1

Zestaw 1: Wyjasnij oznaczenie K.

Zestaw 2: Wyjasnij oznaczenie Cc.

Zestaw 3: Wyjasnij oznaczenie K[X],.

Zestaw 4: Wyjasnij oznaczenie Cg.

Zestaw 5: Czy suma podprzestrzeni jest zawsze podprzestrzenia?

Zestaw 6: Czy podprzestrzen przestrzeni liniowej jest zawsze przestrzenia liniowa?

Zestaw 7: Co mozna ciekawego (z punktu wiedznie algebry liniowe]j) powiedzie¢ o zbiorze rozwiazan réwnania jednorodnego?
Zestaw 8: Czy kazda przestrzen wektorowa ma jakas podprzestrzen?

Zestaw 1: Niech K bedzie cialem. Na zbiorze K% = {f : K — K : f jest funkcja} definiujemy:

K x KN = KR (a- f)(@) =a- f(z), +: K" x K" = K% (f + g)(z) = f(9(2)).
Wyjasnij, dlaczego (KX, K, const0, +,-) nie jest przestrzenia liniows.
Zestaw 2: Niech K bedzie cialem. Na zbiorze K2 = {[ z ] :x,y € K} definiujemy:
K x K2 K2 a-[x]:{ax} +:K2><K2—>K2[x1 }Jr{x? ] :{”“”“2].
’ Y ay |’ Y1 Y2 Y1 — Y2

0
0
Zestaw 3: Na zbiorze R definiujemy:

Wyjaénij, dlaczego (K2, K, [ ] ,+, ) nie jest przestrzenia liniowa.

b
QxR —=R,a-b=ab, +;R><Rﬂm,a+b:“; ,

Wyjasnij, dlaczego (R, Q, 0, +, ) nie jest przestrzenia liniowa.

Zestaw 4: Niech K bedzie cialem. Na zbiorze K2 = {[ ; ] :x,y € K} definiujemy:

Z1
~:K><K2—>K2,a~{x}:{ax}, +:K2><K2—>K2{x1]+[x2}:[ ©2 }
Y ay N Y2 Y1+ Y2

0
0
Zestaw 5: Na zbiorze D(3) izometrii wlasnych tréjkata definiujemy:

1Ly x D(3) = D(3),0- f =idps),1- f=f, +:D3)xD(3)— D(3),(f+g)=fog.
Wyjasénij, dlaczego (D(3),Zz,idps), +, ) nie jest przestrzenia wektorowa.

Wyjaénij, dlaczego (K2, K, [ ,+, ) nie jest przestrzenia liniowa.

Zestaw 6: Niech K bedzie cialem. Na zbiorze K2 = {[ "; ] :x,y € K} definiujemy:

~:K><K2—>K2,a~|:x:|:[ax]7 +:K2XK2—>K2|::C1]+[I2:|:[I1:|.
Y ay Y1 Y2 Y1

0
0
Zestaw 7: Na zbiorze R definiujemy:

QxR —=Ra-b=ab, + : RxR—->R,a+b=a—-0.

Wyjasnij, dlaczego (K2, K, ,+, ) nie jest przestrzenia liniowa.

Wyjasnij, dlaczego (R, Q,0,+, ) nie jest przestrzenia liniowa.
Zestaw 8: Niech K bedzie cialem. Na zbiorze K2 = {[ ch ] :x,y € K} definiujemy:
K x K% — K2 a.{x}:[ax] +:K2><K2—>K2[x1]+[$2 } :[‘”2}.
’ Y ay |’ Y1 Y2 Y2

0
0
Zestaw 1, 3: Wykazaé, ze w przestrzeni R* zbiér ciagéw spelniajacych warunek Cauchy’ego:

/\ \/ /\ lan, —ag| < €

e>0 NeNn,k>N

Wyjaénij, dlaczego (K2, K, ,+, ) nie jest przestrzenia liniowa.

tworzy podprzestrzen.



Zestaw 2, 4: Prawdziwa jest naste¢pujaca nier6wnosé Holdera:

) &S] [e%S)
D lanbal <[ 3 lanl? 4| > [onf?.
n=1 n=1 n=1

Wykazaé, ze w przestrzeni R zbiér ciggdéw spetniajacych warunek Hilberta:

o0
szereg Z |an|? jest zbiezny

n=1

tworzy podprzestrzen.

Zestaw 5, 7: Udowodnij, ze zbiér wielomianéw, dla ktoérych a € R jest pierwiastkiem jednokrotnym nie jest podprzestrzenia
przestrzeni R[X].

Zestaw 6, 8: Udowodnij, ze jesli A = {s,t} jest zbiorem dwuelementowym, to funkcje przyjmujace warto$é¢ a € K w danym
punkcie s € A nie tworza podprzestrzeni przestrzeni K4, gdzie K jest cialtem.

Rozwigzania
Zestaw 1: K™ - przestrzen wszystkich ciagéw nieskoniczonych elementéw ciata K.
Zestaw 2: C¢ - przestrzen liczb zespolonych nad cialem liczb zespolonych.
Zestaw 3: K[X], - przestrzen wielomianéw nad cialem K stopnia co najwyzej n.
Zestaw 4: Cp - przestrzen liczb zespolonych nad cialem liczb rzeczywistych.
Zestaw 5: Nie; tylko gdy podprzestrzenie te tworzg tancuch.
Zestaw 6: Tak.
Zestaw 7: Na przyklad to, ze tworzy podprzestrzen liniows.
Zestaw 8: Tak - nawet dwie: sama siebie i wektor zerowy.
Zestaw 1: Tak zdefiniowane dodawanie nie jest - na przyklad - przemienne; wezmy f = constl, g = const0. Wtedy (f +

9)(x) = f(g(x)) = f(0) = Lale (g + f)(z) = g(f(z)) = g(1) =0.
Zestaw 2: Tak zdefiniowane dodawanie nie jest - na przyklad - przemienne; wezmy { 0 } , [ g ] Wtedy [ 0 } + { 0 } =

(5] [2]+2]- () | o

Zestaw 3: Tak zdefiniowane dodawanie nie jest - na przyklad - laczne; weZmy a = 1, b =2, ¢ = 3. Wtedy a + (b+¢) =

[REI e _hys
- =qgale(a+b) +c= 35— =7

Zestaw 4: Dzialenie + nie jest - na przyklad - dobrze okreslone, gdyz nie mozna dodaé wektora zerowego.
Zestaw 5: Tak zdefniniowane dodawanie nie jest - na przyklad - przemienne; obroty nie sa przemienne z symetriami.

Zestaw 6: Tak zdefiniowane dodawanie nie jest - na przyklad - przemienne; wezmy [ g } , [ g ] Wtedy [ (2) } + [ 0 } =

3
0 0 0 0
o] 3][2]- ]3]
Zestaw 7: Tak zdefiniowane dzialanie nie jest - na przyklad - przemienne; wezmy a =1, b =2. Wtedy a+b=1-2= -1
aleb+a=2-1=1.

Zestaw 8: Tak zdefiniowane dodawanie nie jest - na przyklad - przemienne; wezmy { g } , [ g ] Wtedy { g } + { g } =
0 | 0 + o (0
3% 3 2 | 2|
Zestaw 1, 3: Ustalmy rzeczywiste ciagi Cauchy’ego (2 )nen, (Un)nen 1 skalar a € R. Niech Ny, Ny € N beda takie, ze:
nk > Ny = |z, — x| < %, n,k > Ny = |y, — yi| < %
Wéwezas dla n, k > max{Ny, No} mamy:

€

2

€
(@ +yn) = (@e +yp)| < 2w =gl +lyn —m < 5+ 5 =€
wiec (2, + Yn)nen jest ciagiem Cauchy’ego. Podobnie, gdy N € N jest takie, ze dla n,k > N |z, — yn| < ﬁ, to dla
n,k > N mamy réwniez:

€
la -z, —a-zg| =|al|zn —yn| < \a|m =€

wiec (axyn)nen jest ciagiem Cauchy’ego.



Zestaw 2, 4: Ustalmy rzeczywiste ciagi Hilberta (z,)nen, (yn)nen 1 skalar a € R, 307 | |an|? < 0o, >_oo | |bs]? < co. Na
podstawie nieréwnosci Holdera:

00 e e 0o
> et unl? < 3 (mal ) S S el 423 eyl <
n=1 n=1 n=1 n=1

il M8 u

o0
xn|2+Z|yn|2+2 Z|an|2 Z|bn‘2 <o
= n=1

wiec (Zy, + Yn)nen jest ciagiem Hilberta. Podobnie:

o0 oo
S Jozal? = Jaf? 3 Jzal? < 00
n=1 n=1
wiec (axn)nen jest ciagiem Hilberta.
Zestaw 5, 7: Zbidr ten nie jest zamkniety na dodawanie; wezmy dla przykladu a = 2 oraz %(XfQ)(X —1),
dla ktérych 2 jest pierwiastkiem jednokrotnym. Wtedy:

1 1 1
§(X—2)(X—1)+§(X—2)(X—3):§(X2—3X+2+X2—5X—|—6):X2—4X+4:(X—2)2

3(X=2)(X-3)

jest wielomianem, dla ktorego 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym.
Zestaw 6, 8: Zbidr ten nie jest zamkniety na dodawanie, wezmy dla przykladu f, g takie, ze f(s) = a, f(t) =0, g(s) = q,
g(t) = 1. Wtedy (f +9)(s) = f(s) + g(s) =a+a#a.



