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ALGEBRA LINIOWA, I ROK
Kolokwium 2

1, 3: (a) Niech K bedzie cialem, V, W przestrzeniami wektorowymi nad K, ¢ € L(V,W). Pod jakimi
zalozeniami prawdziwy jest wzor: dim V' = dim ker¢ + dim im¢?

Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym ciatlem K, A, B bazami V, C macierza przejécia
od A do B, C, D bazami W, D macierza przejscia od C do D, ¢ € L(V,W), A niech bedzie macierza ¢ AiC, B
macierza ¢ w B i D. Jaki jest zwigzek miedzi A, B, C' i D?

2, 4: (a) Niech K bedzie cialem, V, W przestrzeniami wektorowymi nad K, ¢ € L(V,W). Pod jakimi
zalozeniami prawdziwe jest twierdzenie: ¢ - surjekcja = ¢ - injekcja?

Niech V bedzie przestrzenia wektorows cialem K, A, B bazami V', C macierza przejscia od A do B, ¢ € End(V),
A niech bedzie macierza ¢ w A B macierza ¢ w B. Jaki jest zwiazek miedzi A, Bi C?

1: Wiadomo, ze liczby 2346, 2533, 3570 i 5151 dziela sie przez 17. Udowodnié¢, ze warto$¢ wyznacznika macierzy

2 3 46 00
25 3 3 00
g ? g (1) 8 8 rowniez dzieli sie przez 17.
a b c d 01
e f g h 1 0
2: Wiadomo, ze liczby 2679, 3154, 4218 i 9519 dziely sie przez 19. Udowodnié, ze wartoéé wyznacznika macierzy
[a b 2 6 7 9]
c d 3 1 5 4
; £ 3 g } S rowniez dzieli si¢ przez 19.
01 0 0 0O
10 00 0O

3: Pokazaé, ze jesli A™ = 0, to macierz I + A jest odwracalna. Wyznaczyé (I + A)~L.
4: Niech A, B € K i niech I + AB bedzie odwracalna.

Obliczy¢ (I + BA)(I — B(I + AB)™1A).

Udowodni¢ lemat Vassersteina: Jesli I + AB jest odwracalna, to I + BA tez.

1] [ 1
Zestaw 1,3: Znalez¢ uklad réwnan liniowych nad R, ktérego zbiorem rozwiazan jest g + lin :é
| 4 | | -1
[0 ] 1
Zestaw 2,4: Znalez¢ uklad réwnan liniowych nad R, ktérego zbiorem rozwiazan jest | 1 | + lin 1
2 1
1 - [ 22 + 3y ]|
Zestaw 1: Wyznaczy¢ obraz lin <[ 0 ]) poprzez przeksztalcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ <{ }) = T —y
Y I 3y ]
1 . 2x + 3y
Zestaw 2: Wyznaczy¢ obraz lin ([ 1 ]) poprzez przeksztalcenie ¢ : K? — K3 dane wzorem ¢ ({ }) = r—y
Y 3y ]
2 x
Zestaw 3: Wyznaczy¢ przeciwobraz lin 1 poprzez przeksztatcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ ([ y ]) =
0
2z 4+ 3y
r—y
3y
4 x
Zestaw 4: Wyznaczy¢ przeciwobraz lin 2 poprzez przeksztalcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ ([ Y ]) =
0
2z 4+ 3y
r—y
3y
. . 9 , 1 . .. 0 1 1
Zestaw 1: Wyznaczy¢ macierz symetrii R* wzgledem lin 9 i wzdtuz lin 1 w bazach 1110 oraz
(e1,€2).
Zestaw 2: Wyznaczyé macierz rzutu R? na lin ({ ; }) i wzdtuz lin <[ (1) ]) w bazach ([ 1 ] , { (1) }) oraz (€1, €2)



Zestaw 3: Cgzy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R?> — R? spelniajace warunki ¢ 1 =2 |,¢ 1 =
0 3 1
3 1 4
2 1,0 2 = | 4 |, Jezeli tak, podaé¢ przyklad takiego odwzorowania.
1 1 4
1 1 0
Zestaw 4: Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R? spelniajace warunki ¢ 1 =|21,¢ 1 =
0 3 1
3 1 4
2 1,0 -2 = | 4 |, Jezeli tak, poda¢ przyklad takiego odwzorowania.
1 1 4
1 2
Zestaw 1, 3: Przeksztalcenie liniowe ¢ : K2 — K? ma wzgledem baz (1, €) oraz (e, €2, €3) macierz | 3 4 |. Znalezé
5 6

macierz tego przeksztalcenie w bazach ([ (1) ] , { g } oraz ] [
1 2
4 5
7 8

0
1
1
Zestaw 2, 4: Endomorfizm ¢ € K? ma w bazie epsilonowej macierz [

3
6 |.Znalez¢ macierz tego przeksztalcenie w
9
bazie
1 1
1],{01|,]1
1 1 0
Rozwigzania
Zestaw 1, 3: (a) dimV < oo
(b) B=D"tAC
Zestaw 2, 4: (a) dimV =dimW < o
(b) B=C"tAC
Zestaw 1: Korzystajac z twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowe;j:
2 3 46 00
25 3 3 00 2 3 46 2 3 46
35 7 0 00 2 5 3 3 0 1 2 5 3 3
detAd=det| 54 5 4 g =% 35 79 'det{l 0]“det 35 7 0
a b ¢ d 01 5 1 5 1 5 1 5 1
e f g h 1 0

Mnozac pierwsza kolumne przez 1000 i dodajac do ostatniej, nastepnie mnozac druga kolumne przez 100 i dodajac do
ostatniej itd. dostajemy:

2346
2533
3570
5151

det A = —det

(S )
— ol Ot W
(SRS JRICIN

Nastepnie rozwijamy macierz wzgledem ostatniej kolumny i dostajemy kombinacje liczb 2346, 2533, 3570 i 5151 ze
wspOlezynnikami catkowitymi (wyznacznik macierzy o wspélezynnikach catkowitych jest liczba catkowita), mozna wiec
17 ,wyciagnaé¢ przed nawias”.

Zestaw 2: Tak samo jak w zestawie 1, ale z wykorzystaniem tozsamosci det [ B 61
B € Kjj.

Zestaw 3: Indukcyjnie tatwo sprawdzié, ze (I + A)(I — A+ A% — A% + ...+ (=1)™ —1A™" 1) = [ — A™. Skoro A™ =0
to mamy stad, ze (I + A)" ' =T - A+ A2 - A3+ ...+ (-1)" —14™" L

Zestaw 4: (a) Mamy:

] =(=1)""det A-det B, A€ K7,

(I+BA)I-B(I+AB)"'A)=1-B(I+ AB)"'A+BA—-BAB(I + AB)"'A=
I—-B(I+AB) A+ B(I+AB)(I+ AB)"*A—BAB(I+ AB) 'A =
I+ [-BB(I+AB)—-BAB|(I+AB) 'A=1+0=1

(b) Wynika natychmiast z (a).



(3)

Zestaw 1,3: Mamy:

1 1
2 . -1
Sol(U) = 3 + lin _3 =
4 -1
T T 1 1
_ (/200 O 2 I -1
= J N I O B I }
t t 4 —11
Stad
r=1+a r—1=a
5 5 r+y=3
y=2-a =3 y=2-a+1 3x+2=6
z2=3~-3a z=3-3r+3 c4t=5
t=4—a t=4—-xz+1 -
Zestaw 2,4: Mamy:
0 1
Sol(U)=1| 1| +lin 1 =
2 1
T T 0 1
={ly|:|v|=|1|+a| 1|}
z z 2 1
Stad
rT=a r=a vy — —1
y=1+a &< y=1+=z @{x—z:—Q
z2=24a z=2+4z N
1] [ 2] 1 2]
(4) Zestaw 1: Poniewa2¢([0 ): 1 ,Wigc¢<lin<[0})>:lm 1 .
. | 0] | 0 ]
1 [ 5] 1 [ 5]
Zestaw 2: PoniewaZgb({l ) 0 ,wi(—;c¢<lin<{0}>>lin 0 .
. 3 3
Zestaw 3: Mamy: - -
2 2z + 3y | 2 . 22 + 3y = 2a . r—a 1
ot lin | 1 :{:\/ T —y =a| 1l |}= {y}\/ rT—y=a }{{y}:\/{y—O}lm({O})
0 a€EK 3y i a€EK 3y:0 a€EK
Zestaw 4: Mamy:
4 2z + 3y 4 . 2z + 3y =4a . v — 2 9
o lin| 2| |=(\ | z2-y |=al?2 }:{{y];\/ T—y=2a }:{[y];\/{y_o }:zm([o])
0 aceK 3y 0 acK 3y:0 acK

(5) Zestaw 1: Bez trudu sprawdzamy, ze R? = lin <{ ; }) @ lin ([ (1) }) Wyznaczamy rozktad dowolnego wektora na

sktadniki z sumy prostej:
1 0
I RR RS PR
x

{ T
Y

Zatem oznaczajac stosowna symetri¢ przez o mamy:

1 0 1 0 x
Ay p=rela]rom Vel ] -0 V)= 07,
Jako ze baza przeciwdziedziny jest baza kanoniczna, kolumnami macierzy odwzorowania o sa wartosci tego odwzorowania
1 1 1 1 1

nawektorachbazowycha([1})—{2},0([0]) 0 3]

Zestaw 2: Bez trudu sprawdzamy, ze R? = lin <{ L }) @ lin ([ ? }) Wyznaczamy rozktad dowolnego wektora na

RSP AR

r=a
y=2a+b

a=x
b=y—2z

[ ; } Szukana macierzg jest zatem [

sktadniki z sumy prostej:
x r=a
Y y=2a+b

a=x
b=y —2x



Zatem oznaczajac stosowny rzut przez m mamy:

(|

T
Y

e[ w- =[]

X
2y

Jako ze baza przeciwdziedziny jest baza kanoniczna, kolumnami macierzy odwzorowania 7 sa wartosci tego odwzorowania

na wektorach bazowych o( ! )= ! , o 1 ) = L Szukang macierza jest zatem Ll
1 2 0 0 2 0
1 0
Zestaw 3: Latwo sprawdzamy, ze stosowne przeksztalcenie istnieje. Uzupelniamy uklad (| 1 |,| 1 |) do bazy,
0 1
1] 0 1
przykladowo do (| 1 [,| 1 |,]| O |)iznajdujemy wspéirzedne dowolnego wektora w tej bazie:
0 | 1 1
[z 1 0 1 a= ”%
y |=a| 1l |+b|1]|4c|0|oeq b=t
R 0 1 1 e
.
Powiedzmy, ze ¢(| 0 |) jest wektorem zerowym. Otrzymujemy:
1
x ] 1 0 1
rT+y—=z —r+y+z r—Yy+z
o| v |)=o("— 1 5 1 : 0])=
z | 0 1 1
1 1 —r+2y+=z
rT+y—=z —r+y+z r—y+z
P I 1 T | 1)+ T (| 0 |) = 2
0 1 1 T+2y—=z
1 0 1
Zestaw 4: Latwo sprawdzamy, ze stosowne przeksztalcenie istnieje. Uklad (| 1 |, | 1 |, | —2 |) jest baza, znajdujemy
0 1 1
wiec wspotrzedne dowolnego wektora w tej bazie:
[ @ 1 0 1 a= 3ty
y |=al|l|+b|1|+c| -2 | e b= "2ty
| 2 0 1 1 c= T‘Ziz
Otrzymujemy:
x| 1 1
3z+y—z -z +y+3z r—y+z
o v ) =o= 1 : 220 )=
z | 0 1 1
3z+y—=z ! —r+y+3z 0 rT—y+z [ 1
=S R e T 1 )+ T | o ) =
0 1 |1
4 T—z
:73‘”4“49_2 2 +7_m+i’+3z 9 +7x_i’+z 4 l=] 2
3 1 4 | 3+ 2
(6) Zestaw 1,3: Wykonujemy odpowiednie operacje elementarne - po lewej baza dziedziny, po prawej przeciwdziedziny:
F 1 o
(€1,€2), | 3 4 |, (e1,€2,¢€3)
5 6
2 1
(62761)5 4 3 ) (61762763)
6 5
[ 2
(627261)7 4 ) (61762763)
| 6 10
[ -2 —4
(€2,2€1), | 4 6 |, (e1,€1+€2,¢€3)

6



[ -8 —14

(€2,2€1), 4 6 |, (e1,€1 4+ €2,€1 +€3)
610
(4 7

(62, 261), 4 6 ; (7261, €1 + €2,€1 + 63)
6 10
P

(€2,2e1), | 0 —1 |, (—€1+€2,€1 +€2,€1 +€3)
6 10 |
P

(€2,2€1), | 0 =1 |, (e2 +€3,€1 +€2,€1 +€3)

2 3

Zestaw 2,4: Podobnie.



ALGEBRA LINIOWA, I ROK
Kolokwium 2

Zestaw 1: (a) Niech K bedzie cialem, V, W przestrzeniami wektorowymi nad K, ¢ € L(V, W). Pod jakimi zalozeniami

prawdziwy jest wzor: dim V' = dim ker¢ + dim img¢?

(b) Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem K, A, B bazami V, C macierza przejscia
od A do B, C, D bazami W, D macierza przejscia od C do D, ¢ € L(V,W), A niech bedzie macierza ¢ AiC, B

macierza ¢ w B i D. Jaki jest zwiazek miedzi A, B, C'i D?

Zestaw 2: (a) Niech K bedzie cialem, V, W przestrzeniami wektorowymi nad K, ¢ € L(V, W). Pod jakimi zalozeniami

prawdziwe jest twierdzenie: ¢ - surjekcja = ¢ - injekcja?

(b) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa cialem K, A, B bazami V', C macierza przejscia od A do B, ¢ € End(V),
A niech bedzie macierza ¢ w A B macierza ¢ w B. Jaki jest zwiazek miedzi A, Bi C?
Zestaw 1: Wiadomo, ze liczby 2346, 2533, 3570 i 5151 dziela si¢ przez 17. Udowodni¢, ze wartos¢ wyznacznika macierzy

2 3 4 6 00
2 5 3 3 00
A= ? i) 57) (1) 8 8 rowniez dzieli si¢ przez 17.
a b ¢ d 0 1
e f g h 1 0
Zestaw 2: Wiadomo, ze liczby
[a b 2 6 7 9]
c d 3 1 5 4
A= ; £ 3 g 1 S rowniez dzieli si¢ przez 19.
01 0 0 0 O
|1 0 0 0 0 0]

Zestaw 1: Znalezé¢ uklad réwnan liniowych nad R, ktorego zbiorem rozwigzan jest

Zestaw 2: Zmnalez¢ uklad réwnan liniowych nad R, ktorego zbiorem rozwiazan jest

Zestaw 1: Wyznaczy¢ obraz lin ([ (1) ]) poprzez przeksztalcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ (

Zestaw 2: Wyznaczy¢ obraz lin <[ 1

! ]) poprzez przeksztalcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ <

by 2679, 3154, 4218 i 9519 dziela sie przez 19. Udowodnié, ze warto$¢ wyznacznika macierzy

[ 1] [ 1
2 Tl -1
3 mn _3 .
| 4] | —1
[ 0] [1
1 | +lin 1 .
| 2 ] |1
—:c_)_ 2z4_r3y
LY ] 3y
_:1:->_ 2i—l—zy
LY | 3y |
0

Zestaw 1: Wyznaczyé macierz symetrii R% wzgledem lin ({ ; }) i wzdtuz lin ({ (1) }) w bazach ( 1 , [ L }) oraz

(€1, €2).

Zestaw 2: Wyznaczy¢ macierz rzutu R? na lin ({ ; }) i wzdtuz lin <[ (1) ]) w bazach <[ } ] , { (1) }) oraz (€1, €2)

1 2
Zestaw 1: Przeksztalcenie liniowe ¢ : K? — K2 ma wzgledem baz (e1,¢€3) oraz (e1,€a,€3) macierz | 3 4 |. Znalezé
5 6
0 9 0 1] 1
macierz tego przeksztalcenie w bazach ([ ] , { }) oraz 1(,]0],]1
1 0
1 1 0
1 2 3]
Zestaw 2: Endomorfizm ¢ € K3 ma w bazie epsilonowej macierz | 4 5 6 |. Znalezé macierz tego przeksztalcenie w
7 8 9 |
0 1 1
11,]01(,[1
1 1 0

Rozwigzania

Zestaw 1: (a) dimV < o0
(b) B=D7tAC



Zestaw 2: (a) dimV =dimW < oo
(b) B=C"tAC
(2) Zestaw 1: Korzystajac z twierdzenia o wyznaczniku macierzy klatkowej:

2 3 4 6 00

2 5 3 3 00 2 3 4 6 2 3 4 6

35 7 0 00 2 5 3 3 0 1 2 5 3 3
det A = det 515 1 0 0 = det 35 7T 0 ~det{ 1 O]det 35 7 0

a b c d 01 5 1 5 1 5 1 5 1

e f g h 10

Mnozac pierwsza kolumne przez 1000 i dodajac do ostatniej, nastepnie mnozac druga kolumne przez 100 i dodajac do
ostatniej itd. dostajemy:
4 2346
3 2533
7 3570

5 1 5 5151
Nastepnie rozwijamy macierz wzgledem ostatniej kolumny i dostajemy kombinacje liczb 2346, 2533, 3570 i 5151 ze
wspolezynnikami catkowitymi (wyznacznik macierzy o wspélezynnikach catkowitych jest liczba catkowita), mozna wiec
17 ,wyciagna¢ przed nawias”.

det A = —det

W NN
Ut Ot W

c A

Zestaw 2: Tak samo jak w zestawie 1, ale z wykorzystaniem tozsamosci det [ B 0

Be K.
(3) Zestaw 1: Mamy:

] =(-1)""det A-det B, A€ K",

1 1
2 . -1
Sol(U) = 3 + lin _3 =
4 -1
z z 1 1
_ vyl |y | _| 2 -1
=1 Sl T3 T =3 }
t t 4 —11
Stad
r=1+a r—1=a _
y=2-a & y=2-z+l1 & §x++yzi—36
z=3-3a z=3-3x+3 x—&—t—;
t=4-—a t=4—-x+1 B
Zestaw 2: Mamy:
0 1
Sol(U)=1| 1 | +lin 1 =
2 1
T T 0 1
= {|lyl|l:|ly|=|1]|4+alll}
z z 2 1
Stad
r=a rT=a vy = —1
y=1l+4+a &< y=1+=x @{w—i}:—2
z=2+a z=2+4z N
1 [ 2] 1 2]
4 Zestaw 1: Poniewaz ¢ = | 1|, wiec ¢ | lin =lin 1
0 ¢ 0
- O - -~ O -
L [ 5 ] 1 [ 5]
Zestaw 2: Poniewanﬁ({ 1 }): 0 ,Wi@(:(ﬁ(lin([o})):lm 0
L 3 - L 3 -
5 Zestaw 1: Bez trudu sprawdzamy, ze R? = lin ! @ lin 0 . Wyznaczamy rozklad dowolnego wektora na
2 1

T | 1 b 0 o Tr=a N a=2x
Yy ) 1 y=2a+b b=y —2x



Zatem oznaczajac stosowna symetri¢ przez o mamy:

Jako ze baza przeciwdziedziny jest baza kanoniczna, kolumnami macierzy odwzorowania o sa wartosci tego odwzorowania

na wektorach bazowych a({ } }) = [ ; }, a([ (1) ]) = { é } Szukana macierza jest zatem [ (1) zl)) ]

. . 1 )
Zestaw 2: Bez trudu sprawdzamy, ze R? = lin < 9 @ lin (1) . Wyznaczamy rozklad dowolnego wektora na

sktadniki z sumy proste;j:

o r=a o la=a
y=2a+b b=y—2z

L —
< 8
—_
I
=)
[ —
N =
—_
+
S
L—
— O

3
—
L —
< 8
—_
N—
I
3
—
8
| —
Do =
—_
+
—~
<
|
[\
&
| —
— O
—_
Il
K
L—
N

=[]

Jako ze baza przeciwdziedziny jest baza kanoniczna, kolumnami macierzy odwzorowania 7 sa wartosci tego odwzorowania

na wektorach bazowych a([ ! }) = { ! } 0'(|: 1 ]) = [ L } Szukana macierza jest zatem [ Ll ]

1 2 0 0 2 0
(6) Zestaw 1: Wykonujemy odpowiednie operacje elementarne - po lewej baza dziedziny, po prawej przeciwdziedziny:
1 2
(61,62), 3 4 s (61,62,63)
L 5 6 -
o 1]
(62,61), 4 3 5 (61,62,63)
L 6 5 -
2 2
(62;261)3 4 6 ) (61362363)
| 6 10
[ —2 —4
(62,261), 4 6 , (61,61 +62,63)
| 6 10
[ -8 —14
(62,261), 4 6 5 (61761 —|—€2,61—|—63)
| 6 10
(4 7
(€2,2¢1), | 4 6 |, (—2€1,€1 + €2,€1 + €3)
| 6 10
.7
(e2,2¢1), | O —1 |, (—€1 +€2,€1 + €2,€1 + €3)
| 6 10 |
PR
(62,261), 0 -1 s (62+63,61+62,61+63)
2 3

Zestaw 2: Podobnie.”



ALGEBRA LINIOWA, I ROK
Kolokwium 2

Zestaw 3: (a) Niech K bedzie cialem, V, W przestrzeniami wektorowymi nad K, ¢ € L(V, W). Pod jakimi zalozeniami
prawdziwy jest wzor: dim V = dim ker¢ + dim ima¢?
(b) Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym cialem K, A, B bazami V, C macierza przejscia
od A do B, C, D bazami W, D macierza przejscia od C do D, ¢ € L(V, W), A niech bedzie macierza ¢ AiC, B
macierza ¢ w B 1 D. Jaki jest zwiazek miedzi A, B, C'i D?
Zestaw 4: (a) Niech K bedzie cialem, V, W przestrzeniami wektorowymi nad K, ¢ € L(V, W). Pod jakimi zalozeniami
prawdziwe jest twierdzenie: ¢ - surjekcja = ¢ - injekcja?
(b) Niech V bedzie przestrzenia wektorowa ciatem K, A, B bazami V, C macierza przejscia od A do B, ¢ € End(V),
A niech bedzie macierzg ¢ w A B macierzg ¢ w B. Jaki jest zwigzek miedzi A, B i C?
Zestaw 3: Pokazad, ze jesli A™ = 0, to macierz I + A jest odwracalna. Wyznaczy¢ (I + A)~L.
Zestaw 4: Niech A, B € K] i niech I + AB bedzie odwracalna.
(a) Obliczyé (I + BA)(I — B(I + AB)7tA).
(b) Udowodnié¢ lemat Vassersteina: Jesli I + AB jest odwracalna, to I + BA tez.

1 1
Zestaw 3: Znalezé¢ uklad réwnan liniowych nad R, ktorego zbiorem rozwigzan jest 3 + lin :;}
| 4 ] -1
[0 ] 1
Zestaw 4: Znalezé¢ uklad réwnan liniowych nad R, ktorego zbiorem rozwigzan jest | 1 | +lin 1
2 1
2
Zestaw 3: Wyznaczy¢ przeciwobraz lin 1 poprzez przeksztalcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ ([ 5 ]) =
0
2z 4 3y
T —y
3y
4
Zestaw 4: Wyznaczy¢ przeciwobraz lin 2 poprzez przeksztalcenie ¢ : K2 — K3 dane wzorem ¢ ([ z ]) =
0
2z 4 3y
T —y
3y
1 1 0
Zestaw 3: Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R? spelniajace warunki ¢ 1 =12 |, 1 =
0 3 1
3 1 4
2 1,0 2 = | 4 |, Jezeli tak, poda¢ przykltad takiego odwzorowania.
1 1 4
1 1 0
Zestaw 4: Czy istnieje przeksztalcenie liniowe ¢ : R? — R3 spelniajace warunki ¢ 1 =121, 1 =
0 3 1
3 1 4
21,9 -2 = | 4 |, Jezeli tak, podaé przyklad takiego odwzorowania.
1 1 4
1 2
Zestaw 3: Przeksztalcenie liniowe ¢ : K2 — K3 ma wzgledem baz (e1,€2) oraz (ey,€2,€3) macierz | 3 4 |. Znalezé
5 6
0 9 0 1] 1
macierz tego przeksztalcenie w bazach ([ 1 ] , { 0 }) oraz 11,0 ],(1
1 1] [o
1 3]
Zestaw 4: Endomorfizm ¢ € K3 ma w bazie epsilonowej macierz | 4 5 6 |. Znalezé macierz tego przeksztalcenie w
7 8 9
bazie )
0 1 1
1, 1
1 1 0



Rozwigzania
(1) Zestaw 3: (a) dimV < oo
(b) B=D"tAC
Zestaw 4: (a) dimV =dimW < o
(b) B=CtAC
(2) Zestaw 3: Indukcyjnie tatwo sprawdzié, ze (I + A)(I — A+ A% — A3 + ...+ (=1)" —1A™" 1) =T — A™. Skoro A™ =0,
to mamy stad, ze (I + A) ™' =T —- A+ A2 - A3+ ...+ (1) —1A™ L.
Zestaw 4: (a) Mamy:
(I+BA)I -B(I+AB) 'A)=1-B(I+AB)"'A+ BA—- BAB(I+ AB) 'A =
I—-B(I+AB)*A+B(I+AB)(I+ AB)"'A—-BAB(I+ AB) 'A =
= I+[-BB(I+AB) - BABJ(I+AB) *"A=1+0=1
(b) Wynika natychmiast z (a).
(3) Zestaw 3: Mamy:

1 1
2 . -1
Sol(U) = 3 + lin _3 =
4 -1
x T 1 1
_ (/200 O 2 I -1
=1 PN T TR Rl B B R }
t t 4 —11
Stad
r=14a r—1l=a _
y=2—a y=2—-z+1 Thy=3
& S¢ 3x4+2=6
z2=3-3a z=3-3z+3 et t=5
t=4—a t=4—x+1 o
Zestaw 4: Mamy:
0 1
Sol(U)=1| 1| +lin 1 =
2 1
T z 0 1
= {|lyl:|ly|=|1]|4+alll}
z z 2

Stad

(4) Zestaw 3: Mamy:

)
S H R R H S A e R H A =R
Zestaw 4: Mamy:
g

4 2z 4 3y
])-eu 5 ]|

1 0
(5) Zestaw 3: Latwo sprawdzamy, ze stosowne przeksztalcenie istnieje. Uzupelniamy uklad ([ 1 ] , [ 1 ]) do bazy,

¢71

S N

a€EK

(Za - (o) v sz o)

peis] v

0 1
1] o 1
przyktadowodo (| 1 |, 1 [,]| O |)iznajdujemy wspdlrzedne dowolnego wektora w tej bazie:
0 1 1

[z
y | =a|l
| 2 0

—
||
+
S
i
)

_ zty—

1 a = T
tc| 0| & b=
1 r—y+z

Cc = )



1
Powiedzmy, ze ¢(| 0 |) jest wektorem zerowym. Otrzymujemy:
1
z ] 1 0 1
rT+y—=z —xr+y+z rT—y+z
oy P=dl—5— | L|+—= — |1 |+—5—| 0=
z | 0 1 1
1 1 —x+2y+=z
rT+y—=z —r+y+z rT—y+z
RN R e N D B
0 1 1 r+2y—z
1 0 1
Zestaw 4: Latwo sprawdzamy, Ze stosowne przeksztalcenie istnieje. Uktad (| 1 |, | 1 |, | —2 |) jest baza, znajdujemy
0 1 1
wiec wspbirzedne dowolnego wektora w tej bazie:
[z 1 0 1 a= 3“?%
y|=a|l|+b| 1 |+c| -2 | e b= 1ty
L z O 1 1 CcC = #
Otrzymujemy:
x ] 1 0 1
3z+y—=z —zr+y+3z rT—y+z
|y N=o—F— | L|+——— | L|+—F— |0 ]=
z | 0 1 1
r+y—=z ! —r+y+3z 0 T—y+z 1
=SS ) 1 )+ (| o ) =
0 1 |1
3x+y—z —z4y+3z 3 T—y+z 4 t—z
= |? |2 e
3 1 4 | 3z +2
(6) Zestaw 3: ‘Wykonujemy odpowiednie operacje elementarne - po lewej baza dziedziny, po prawej przeciwdziedziny:
1 2
(€1,€2), | 3 4 |, (e1,€2,¢€3)
L 5 6 -
o 1
(62761)5 4 3 ) (61762763)
- 6 5 -
[2 2
(62,261), 4 6 5 (61,62,63)
| 6 10
[ -2 —4
(€2,2€1), | 4 6 |, (e1,€1+€2,¢€3)
| 6 10
[ -8 -14
(62, 261), 4 6 , (61, €1 + €2, €1 + 63)
| 6 10
(4 7
(€2,2€1), | 4 6 |, (—2e1,61+€2,61 +€3)
| 6 10
o7
(62,261), 0 —1 5 (—61—|—€2,61+€2,61+63)
| 6 10 |
7
(€2,2€1), | 0 —1 |, (e2 +e€3,€1+ €2,€1 + €3)
2 3

Zestaw 4: Podobnie.”



