WSTEP DO ALGEBRY 1 TEORII LiczB, I ROK

Kolokwium 2

. Zmalez¢ cyfry z i y takie, aby liczba 420y0 byla podzielna przez 13, przy dzieleniu przez 17 dawala reszte 1, a przy dzieleniu
przez 19 dawala reszte 2.

2. Rozwiazaé réwnanie ¢(2z) = ¢(3x).

. . /7 . —_ n 7L+1 .7 7’
. Korzystajac z tozsamoéci z 4+ 222 4+ ... + nz" = z%, z € C, udowodni¢ wzér:

(n+1)cosnz —ncos(n+ 1)z —1

2z
4 sin 5

cosx + 2cos2x + 3cos3xr + ... +ncosnx =

T+2y+6z+6t=1

. Dla jakiego parametru A € Z7 uklad réwnan ¢ z+y+2+3t =2 nad ciatem Z7 ma rozwiazanie?
3z+5y+62+t=2A

. Wyznaczyé a i b tak, aby wielomian X% —3X3 +6X2 + aX + b € Z[X] byl podzielny przez X2 — 1.

Rozwigzania
10000 - 4 + 1000 - z + 10 - y = 0(mod 13) 122410y = 1(mod 13)
. Rozwigzujemy uklad kongruencji: 10000 -4+ 1000 - z + 10 -y = 1(mod 17)  czyli: 14-2410 -y =2(mod17)  skad:
10000 - 4 + 1000 - z + 10 - y = 2(mod 19) 122+ 10 -y = 16(mod 19)
10-y =14 x(mod 13) y =4+ 4x(mod 13)
10-y =2+ 3x(mod 17)  imnozac kazda z kongruencyj przez 10~ w ciele Z13, Z17 i Z1g (tj. 4,12,2): { y =7 + 22(mod 17)
10 -y =16 + 7z(mod 19) y = 13 + 14z(mod 19)
Pamietajac, ze = i y sa cyframi, liczymy reszty z dzielenia przez 13, 171 19 dla 4 + 4z, 7 + 2z, 13 4 14x:
x H()l 2|3 4|5 67‘8‘9 x ||O|1‘2‘3‘4‘5|6|7|8|9
44+4x(mod13) [4[8[12|3[7[11]2[6[10[1  7+2x(mod17) |[7][9[11]13[15]0]2]4|6]8
T o 1|23 ]4|5]6]7|8]9 o
37 Ma(mod10) || 148 |3 17| 12| 7 2|16 |11 |6 Sede=6y=2
. Zalézmy, ze x # 0 i niech x = 2k13k2p§3 -...- pkn bedzie rozkladem x na czynniki pierwsze. Wowczas:
¢(2$C) _ ¢(3x) PN ¢(2k1+13k2p§3 . .pfln) — ¢(2k13k2+1p§3 . .pﬁn,) = (2k1+1 _ 2k1)<3k2 _ 3k2_1)¢(p§3 . 'pﬁn) _
1 1 2
(2k1 — ok =ly(ghat _ghaygpha . phny o okigke (9 1) (1 - g) = oMigh2 (] — 5)(3 -1 e 31

co daje sprzecznosé. Zatem x = 0.
. W danym wzorze kladac z = cosx + ¢sinx i korzystajac z postaci trygonometrycznej liczb zespolonych dostajemy:
(cosz +isinz) + ...+ n(cosnx +isinnx) = (cosz +isinz) + ...+ n(cosx + isinz)" =
1—(n+1)(cosz +isinz)” +n(cosz + isinx)"+!
(1 —cosx —isinx)?
1—(n+ 1)(cosnx + isinnz) + n(cos(n + 1)x + isin(n + 1)x)
(1 —cosz —isinz)?

= (cosz +isinx)

= (cosz 4+ isinx)

W liczniku grupujemy wyrazy przy czesci rzeczywistej i urojonej, a w mianowniku, korzystajac z tozsamosci cos 2ac = 1—2sin” a

i sin 2a = 2sin a cos «, przeksztalcamy 1 —cosz —isinz = 1 — 1 + 2sin? 5 —1i2sin 3 cos § = 2sin §(sin § —icos §) i dostajemy:

1 — (n+ 1)(cosnz +isinnz) + n(cos(n + 1)z +isin(n + 1)z)

(cosz +isinx) 5

(1 —cosz —isinx)
1—(n+1)cosnx +ncos(n+ 1)z +i(—(n+ 1)sinnz + nsin(n + 1)x)

(2sin F(sin § —icos 5))?
2

= (cosz +isinz)

W mianowniku korzystamy ze wzoru na sin 2« i tozsamoséci cos 2a = cos? a—sin

2i sin § cos %—cos2 § = —cosx—isinz. Wobec tego (cos z-+i sin ) si¢ uprosci i czeécia rzeczywista bedzie

o i przeksztalcamy (sin £ —i cos £)? = sin® £ —
(n+1) cosnz—ncos(n+1)z—1

in2 T
4sin® 3

co po poréwnaniu z czedcia rzeczywista w postaci wyjéciowej daje teze.
. Rozwiazujac dany uklad réwnan otrzymujemy:

r+2y+62+6t=1 r+2y4+62+6t=1 r4+2y+6z+6t=1
r+y+z2+3t=2 S by+22+4t=1 S0 by+2z2+4t=1
3r+5y+6z+t=2A 6y +2z+4t=A+4 0=X+3

Wobec czego A = 4.
. Poniewaz X2 — 1 = (X — 1)(X + 1), wiec - wobec tw. Bezout - chcemy aby —1 i 1 byly pierwiastkami wielomianu, skad:

1-3+6+a+b=0 at+b=—-4 - a+b=—-4 - a=3
1+3+6—-—a+b=0 —a+b=-10 2b=—14 b=-7



