WSTEP DO ALGEBRY I TEORII LiczB, I ROK

Kolokwium 1

. Ile biletéw po 3 zt i po 5 zt mozna kupi¢ za 149 z1, jezeli nalezy wydaé wszystkie pieniadze?

. Wykorzystujac kongruencje 100 = —2(mod 51) wyprowad? ceche podzielnosci przez 51.

. Zacytowaé dwa znane twierdzenia pozwalajace wyznaczaé ord,(n!), n,p € N, p - pierwsza. Korzystajac z tych twierdzen:
(a) rozstrzygnaé, illoma zerami konczy sie rozwiniecie dziesietne liczby 100!,
(b) udowodni¢, ze ordy,(n!) < 5.

. Zmajd7 elementy odwracalne w pierscieniu Z[X]| wielomianéw o wspdlczynnikach catkowitych.

. Niech S(3) oznacza grupe wszystkich bijekcji zbioru {1,2,3} na siebie (ze skladaniem), a D(3) grupe wszystkich izometrii
wlasnych tréjkata (ze skladaniem). Udowodnié, ze grupy te sa izomorficzne.
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Rozwigzania

1. Niech X oznacza liczbe biletéw za 3 zt, a Y za 5 zl. Szukamy catkowitych rozwiazan réwnania:
3X +5Y = 149.

Réwnanie to ma rozwiazanie, gdyz NWD(3,5) = 1 i 1|149. Z algorytmu Euklidesa:

5 = 3-142
3 = 2-141,
skad:
1 = 3-2-1=
= 3-(5b—-3:1)-1=3-245-(-1),
a zatem:

149 =3 (2-149) + 5. (—1-149) = 3-398 4+ 5 - (—149).

Wobec tego ogdlnym rozwiazaniem jest X =298 —5-¢, Y = —149 4 3 - t. Oczywiscie interesuja nas tylko te rozwigzania, dla
ktorych X >01Y >0, czyli 298 —5-t > 01 —149+ 3 -t > 0. Rozwiazujac stosowny uklad nieréwnosci otrzymujemy:

298 —5-¢t>0 298 >5-t 592 = 28 > ¢
—149+3-t>0 31> 149 t> 12 =492

Jedyne rozwiazania calkowite takiego ukladu to ¢t = 50,51,52,53, 54, 55,56, 57, 58,59. Wobec tego mozliwe pary (X,Y) to
(48,1), (43,4), (38,7), (33,10), (28,13), (23,16), (18,19), (13,22), (8,25), (3,28).

2. Niech n = ag + a110 4 ... + a510°. Dzielimy liczbe n na dwucyfrowe ,kawalki”, xp = aor + 10ask+1, k € {1,... ,t}, gdzie
t = [5]. Oczywidcie n = S Tk100% = 20 + 1100 + ... + 2,100%. Zauwazmy, ze:

Zo = xo(mod 51) 21 = x1(mod 51) 2o = x2(mod 51)
100 = —2(mod 51) 100 = —2(mod 51)
100% = 4(mod 51)

29 = z9(mod 51) 21100 = —22;(mod51) 251002 = 425(mod 51)

Zatem n = xo + 21100 + ... + 2,100t = 29 — 221 + 422 + ... + (—2)!(mod 51), czyli liczba n daje taka sama reszte z dzielenia
przez 51 jak suma dwucyfrowych liczb, na ktére mozna ja podzieli¢, mnozonych przez kolejne potegi -2.
3. Twierdzenia, o ktore chodzi w tresci zadania to:
Tw. A Niech p € P, n € N. Wowczas:

oo
n
ordy(nl) = Z[_k]
=1 P
Tw. B Niech p € P, n = ag + a1p + asp?® + ... + a;p' € N. Wowczas:
n—(ap+ar+...+aq)

ordy(nl) = 1 .
D

Rozwiazujemy kolejne podpunkty zadania:

(a) Oczywiscie ilo§¢ zer na konicu 100! to wykladnik potegi, z jaka 10 dzieli 100!. Poniewaz 10 = 2 - 5, wiec jest to mniejsza z
liczb ords(100!) i ords(100!). W iloczynie 1-2-3-...- 100 wystepuje wiecej liczb podzielnych przez 2 niz przez 5, wigc w
rozkladzie 100! na czynniki pierwsze wystepuje wiecej dwéjek niz piatek, a zatem ords(100!) > ords(100!). Na podstawie
twierdzenia A obliczamy ords(100!):

100 100 100

ords (1001) = [—=] + [5=] + [ 15z

J+...=20+4=24.



(b) Niech p € P, n = ag + a1p + azp? + ... + a;p' € N. Poniewaz ag + a1 + ...+ a; > 0 (réwnoéé zachodzi tylko wtedy, gdy
n = 0), wigc na podstawie twierdzenia B:
no n—(ap+ar+...+a)
p—17 p—1

= ordy,(n!).

. Pokazemy, ze {1,—1} = U(Z[X]), gdzie 1 i —1 rozumiemy jako wielomiany stale réwne 1 i —1. Oczywidcie jedynka pierscienia
Z[X] jest wielomian stale réwny 1. Inkluzja (C) jest oczywista (bo1-1 =11 (—=1)-(—1) = 1). Aby pokazaé inkluzje przeciwna
(D) ustalmy wielomian f(X) € Z[X] i zalézmy, ze f(X) ¢ {1, —1}. Wystarczy pokazaé, ze f(X) ¢ U(Z[X]).

Zalézmy najpierw, ze f(X) # const, powiedzmy f(X) =ao+a1 X +...+a, X", a, # 0, n > 1. Ustalmy dowolny wielomian
9(X) € Z[X], powiedzmy g(X) =bo+ b1 X + ...+ 0, X™, by, # 0, m > 1. Bez trudu sprawdzamy, ze jesli:

fX) 9X)=co+aX+...4cppmX"T"

C = Z aibj.

i+i=k

to:

Zatem Cpim = ap - by, # 0, wiee f(X) - g(X) # 1.
Zalézmy teraz, ze f(X) = const, powiedzmy f(X) =aia ¢ {—1,1}. Ustalmy dowolny wielomian g(X) € Z[X], powiedzmy
g X)=bo+ 0 X+ ... +bX™, by, #0, m > 1. Mamy:

f(X)-g(X)=aby + a1 X + ...+ ab, X™
i skoro ag ¢ {—1,1}, to abp # 1 i tym samym f(X) - g(X) # 1.

. Rozwazmy grupe S(3). Dla uproszczenia zapisu odwzorowanie ¢ : {1,2,3} — {1, 2,3} takie, ze - przykltadowo - ¢(1) = 1, ¢(2) =
. . (12 3 o (1 2 3 (12 3 (12 3
31 ¢(3) = 2 bedziemy zapisywaé 1 3 9 . Oznaczmy wiec id = 1 2 3 ), o1 = ( 3 1 9 >, ¢o = ( 9 3 1)

1 2 3 1 2 3 1 2 3
¢>3=(1 3 2>,¢>4=(3 9 1>,¢>5=(2 3).Oczyv&nsme:

1

S(3) = {id, ¢1, ¢2, ¢3, 4, ¢5}
i budujemy tableke dziatah w S(3):

o |lid | ¢ | da| b3 ¢4 95

id || id | ¢1 | 2 | b3 | P4 | 5

1| @1 | Q2| id | ¢5 | P3| P4

G2 || P2 | id | ¢1 | Pa | b5 | P3 -

O3 || P3| Pa | @5 | id | 1 | P2

s || Pa| @5 | P3| P2 | id | 1

G5 || @5 | P3| Pa | Q1| P2 | id
Rozwazmy grupe D(3). Dla uproszczenia zapisu izometrie i taka, ze - przyktadowo - i(4) = A, i(B) =
4 B C Oznaczmy wiec id = ( A
A C B ) A

1

B

B
ABCN, (ABC\ g _ (ABCYg (ABCY  (ABCY ..
c AB) =B cCca)p? \ac )P \c B A)T\B A )TV

D(S) = {Zda 01207 02407 SAv SB) SC}

A, B i C sa wierzchotkami tréjkata, bedziemy zapisywaé

i budujemy tableke dziatan w D(3):

n

o || id | O120 | Oz0| Sa | S | Sc
O120 || O120 | Oo40 | id Sc | Sa | Ss
O240 || O240 | id | O120| Sp | Sc | Sa -
Sa Sa | S | Sc id | O120 | O240
Sp Sp | Sc | Sa | O | id | O
Sc Sc | Sa | Sp | O120 | O20 | id

Widzimy, ze obydwie tabelki sa takie same, tak wiec odwzorowanie ® : S(3) — D(3) dane wzorem:
@(id) = id, ®(¢1) = O120, P(P2) = O240, P(¢3) = Sa, P(¢4) = Sp, ®(¢5) = Sc

bedzie szukanym izomorfizmem.




