Sprawdzian 2

. Niech V' bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K, dimV < oo, £ : V x V — K funkcjonalem dwuliniowym.
(a) Podaé przynajmniej 3 warunki réwnowazne na to, aby £ byl nieosobliwy.
(b) Pod jakimi zalozeniami istnieje (i czemu jest réwne) uzupelnienie ortogonalne podprzestrzeni U < V'?
1 1 1

. Niech (R3,€) bedzie przestrzenia dwuliniowa i niech | 1 2 1 | bedzie macierza ¢ w bazie kanonicznej. Wyznaczyé wymiar
1 1 3
radykalu tej przestrzeni.
1 1 1
. Zmajdz przynajmniej jedna macierz C' € C? taka,by CT - A - C byla diagonalna, jezeli A= | 1 5 -1
1 -1 5
Rozwigzania

. (a) Niech ¢',¢" : V — V* beda dane wzorami:
gl(a) = g(Oé, ')7 5//(0[) = €(a 04)7

niech A bedzie macierzg £ w pewnej bazie. Warunkami réwnowaznymi nieosobliwosci £ sg:
1) det A #0,

N2) r(§) =dimV,

N3) &' jest izomorfizmem,

N4) &” jest izomorfizmem,

)

N5 /\aeV\{O} vﬁeV &(a, ﬁ) # 0,
NG) /\aeV\{O} \/ﬁev f(ﬁa ) 7é 0.

(b) Przestrzen musi by¢ nieosobliwa i refleksywna. Uzupelnienie ortogonalne jest wtedy réwne dopelnieniu ortogonalnemu.
. Poniewaz macierz funkcjonatu jest symetryczna, wiec przestrze jest symetryczna, a zatem refleksywna. Wobec tego:

dimV = r(¢) 4+ dimradV.
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1 1 1 1 1 1
Tak wiec poniewaz r(§) = r 1 21 =r 010 = 3, wiec dimradV =dimV —r({) =3-3=0.
11 3 0 0 2
. Niech A bedzie macierza funkcjonatu dwuliniowego, symetrycznego £ : C3 x C3 — C w bazie kanonicznej. Wéwczas:
T 1 1 1 T
qe Y =[z,y,2]- | 1 5 —1|-|y |=2a%+2zy+ 222+ 5y —2yz+5z%
z 1 -1 5 z

Znajdujemy baze C3, w ktérej ¢ ma macierz diagonalng. Zastosujemy w tym celu metode Lagrange’a.
ge([,y,2]") = 2 + 2oy + 222 + 5y® — 2yz + 522 = 2% + 2(2y + 22) + 5y® — 2yz + 527 =
1 1
= 2 +x(2y+22) +5y* — 2yz + 522 + (5(2y +22))? — (5(23/ +22))2 =(x+y+2)?+5y° —2yz + 527 —y? — 2z — 22 =
1

1
= (4y+2)?+42 ty(—42) +422 = (x +y+2)? + 4% +y(—42) + 422 + (2 4( —42))% - (ﬂ(—élz))2 =
1 1 5
= (@Hy+2)? +4ly—52)° +45" - 127 = @y +2) +4ly - 52)° + 2
T T2 3 1 0 0
Tak wiec w pewnej bazie prostopadlej A = yi || v |, | v & ma macierz | 0 4 0 |. Aby wyznaczy¢ A
z1 Z9 z3 0 0 %
rozwiazujemy uklady rownan:
Tty ta=1 Tz +yz+22=0 x3+y3+23—0
yl—%leo ) y2_%22:4 %23:0
zZ1 = 0 Z9 = 0
skad
5L‘1=1 1‘2:—4 Igi*%
y1=0 ya=4 y3:1855
zZ1 = 0 Z9 = 0 zZ3 = 1?
Szukang macierzg jest macierz przejscia od bazy kanonicznej do bazy A, czyli:
1 —4 -5
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