Sprawdzian 1

1. Odpowiedzie¢ na nastepujace pytania teoretyczne:
(a) Niech V, W beda przestrzeniami wektorowymi, ¢ : V' — W przeksztalceniem liniowym. Pod jakimi zalozeniami prawdziwy
jest wzér dim V' = dim ker ¢ + dim im ¢?
(b) Niech V,W beda przestrzeniami wektorowymi, ¢ : V. — W przeksztalceniem liniowym. Niech M; oznacza macierz ¢ w
bazach Z1, Wy, My macierz ¢ w bazach 2y, ¥y, © macierz przejscia od bazy =1 do Zy, a I' macierz przejécia od bazy ¥,
do W,. Jaki jest zwiazek miedzy macierzami My, My, © i I'?
2. Niech funkcja ¢ : R* — R3 dana bedzie wzorem:
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Sprawdzié, ze ¢ jest przeksztalceniem liniowym. Wyznaczyé ker ¢ oraz im¢. Czy odwzorowanie ¢ jest monomorfizmem,
epimorfizmem?
3. Niech F oznacza cialo g elementowe. Przyjmujac k < n, wyznaczy¢:
(a) liczbe odwzorowan liniowych przestrzeni F™ w przestrzen F*,
(b) liczbe epimorfizméw przestrzeni F™ na przestrzen F*.

Rozwigzania
1. (a) Wzdr jest prawdziwy, o ile dim V' < oco.
(b) Zwiazek miedzy macierzami My, Ma, © i T’ ujmuje wzér My =T~1- M; - ©.
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Rozwiazujemy zatem stosowny uktad réownan:
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Wobec tego ker ¢ = lin _11 . Poniewaz dimR* = dimker ¢ + dimim ¢ oraz dimker ¢ = 1, wiec dimim¢ = 3 i tym
0

samym im ¢ = R3. Na koniec, skoro dimim¢ > 0, wiec ¢ nie jest monomorfizmem. Ale poniewaz im¢ = R3, wicc ¢ jest
epimorfizmem.
3. (a) Poniewaz kazdemu przeksztalceniu liniowemu ¢ : F™ — F* odpowiada macierz My € Fy i 1 kazdej macierzy A € Fxp
odpowiada przeksztalcenie liniowe ¢ : F™ — F* wiec przekszalcen liniowych ¢ : F™ — F¥ jest tyle, ile macierzy n x k o
wspélczynnikach z ciata F, czyli ¢™*.



(b) Poniewaz kazdemu przeksztalceniu liniowemu ¢ : F™ — F* odpowiada macierz My € Fpx i kazdej macierzy A € F,x

odpowiada przeksztalcenie liniowe ¢ : F™ — F* wiec przekszalcen liniowych ¢ : F* — F* jest tyle, ile macierzy
n x k o wspélczynnikach z ciata F'. Dalej, odwzorowanie jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jego obraz jest cala
przestrzenia F*, czyli gdy rzad tego przeksztalcenia, réwny rzedowi jego macierzy (w dowolnej bazie), wynosi k. Zatem
epimorfizméw ¢ : F™ — F* jest dokladnie tyle, ile macierzy n x k o wspélczynnikach z ciala F i rzedzie k.
Aby wyznaczy¢ liczbe macierzy n x k o wspdélczynnikach z ciata F' i rzedzie k zauwazmy, ze macierz n X k, n > k,
ma rzad k wtedy i tylko wtedy, gdy jej wiersze tworza niezerowe wektory liniowo niezalezne. Tak wiec pierwszy wiersz
wybieramy dowolnie poza wektorem zerowym - mozemy to zrobié¢ na (¢™ — 1) sposobéw. Drugi wiersz, przy ustalonym
pierwszym, moze by¢ dowolny za wyjatkiem wierszy proporcjonalnych do pierwszego, mozna go wiec wybraé na (¢" — q)
sposobow. Trzeci wiersz, przy ustalonych pierwszych dwdch, moze byé¢ dowolny za wyjatkiem wierszy proporcjonalnych do
pierwszych dwéch, mozna go wiec wybraé na (¢" — ¢?) sposobéw. Postepujac analogicznie wiersz ¢—ty moze byé wybrany
na (¢" — ¢"**1) sposobéw. Tak wiec macierz n x k o wspétczynnikach z ciata F i rzedzie k mozna wybraé na

(" =D(" —q)...(¢" —¢" )
Sposobow.



