ALGEBRA LiN1OWA, II ROK.

Kolokwium 2

Odpowiedzie¢ na pytanie 1, a nastepnie rozwigzac¢ wybrane 5 sposréd zadan 2 - 8

1.

Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K, £ : V x V — K odwzorowaniem dwuliniowym.

(a) Zacytowaé twierdzenie o bezwladnosci.

(b) Niech dimV = n < oo, niech A bedzie baza przestrzeni V, A macierza £ w A. Niech ¢ € End(V), a ¢° endomorfizmem
sprzezonym z ¢. Niech B bedzie macierza ¢ w A, a C macierza ¢° w A. Jaki jest zwigzek miedzy macierzami A, B i C?

. Niech ¢ : R? x R? — R bedzie odwzorowaniem dwuliniowym danym wzorem &([x,y, 2]7, [2/, v/, 2']T) = ay’ + 2’y — 222'. Znalezé

macierz przeksztalcenia & : R? — (R3)* w bazie (€1 + o — €3, €2 + €3, €3) i bazie sprzezonej z baza jednostkowa.

10 0 0
. R . . . . 01 0 O , .
. W bazie (aq, s, as, aq) przestrzeni R* macierz funkcjonatu £ jest réwna 00 -2 0| Wskazaé w przestrzeni (R*, )
00 0 1

wektor izotropowy.

11

. Wyznaczy¢ macierz odwracalng X € R3 taka, aby X7 - X = [ 21 }

2I1+I2+$3+3I4:0

. Obliczy¢ rzut prostopadly wektora [7, —4, —1,2]7 na podprzestrzen Sol 3x1 + 220+ 2x3+ 24 =0 w przestrzeni eukli-

1 + 2209 + 223 — 4y =0
desowej R* ze zwyklym iloczynem skalarnym.

. Dla jakich wartosci parametru a € R przestrzenie ortogonalne (R?,¢), (R3, (), gdzie ¢¢([z,y, 2|7) = 2% + 4wz + y? + 2yz + 422,

qc([z,y,2]7) = 2% + 222 + ay? sa izomorficzne?

. Sprawd, czy endomorfizm ¥ ([z,y]T) = [z + y,z — y]T, ¥ € End(R?), jest endomorfizmem samosprzezonym w przestrzeni
ortogonalnej (R?,¢), gdzie g¢ = 222 + 2zy + y>.

2 1 2

2 1 2
. Znajdz rzeczywista macierz ortogonalng P taka, zeby PT % —% % P byla diagonalna.

2 1
3 3 3
Rozwigzania

. (a) Niech K =R, dimV =n < oo, A = (a1,... ,an), B = (81,...,3,) beda bazami prostopadlymi (V,§), r*(A) = |{a; :

E(ai, ) > 0}, 1 (A) = [{a; : (i, i) < 0}, 77 (B), 7~ (B) - analogicznie. Wtedy r+(A) = r*(B) oraz r~(A) = r~(B).
(b) Zwiazek miedzy macierzami ujmuje wzér C = A=1. BT . A.

. Przypomnijmy, ze odwzorowanie ¢’ : R? — (R3)* dane jest wzorem ¢([2,y/,2'|T) = &([2', v/, 2']T, ), oraz ze baze sprzezona
z baza jednostkowa tworza €}, €5, 5 : R* — R dane wzorami €i([z,y, 2)7) = =, e5([x,y,2]T) = vy, €([z,y,2]T) = 2. Zatem:
1 1 T 0 0 T
flate—ea) = 1 [)=¢] 1 |, |y |)=2+ty+2s(ete)=¢(| 1 [)=¢]1|,|y]|) =22z
-1 | | -1 z 1 1 z
0 0] [= 1 1 0
Ele3)=¢&(1 0 |)=¢&(| 0 |,| vy |)=—221szukang macierzajest | 1 0 0
1 1] | =] 2 —2 -2
. Niech (z,y, z,t) beda wspdlrzednymi wektora izotropowego w bazie (a1, aq, as, alphas). Wowczas:
10 0 0 x
01 0 O Y| _ .2 2 6.2, 42 _
0 0 0 1 t
Niech wiec - na przyktad - x =1, y =1, z = 1, t = 0. Wektorem izotropowym jest wtedy a; + ao + as.
. Niech { ? } } bedzie macierza funkcjonatu dwuliniowego £ : R? x R? — R w bazie (e, €2). Wtedy:
T i _ 2 1 x’ _ ’ / / /
6([ y]{y, ])—[xyy]- [ 11 ] - [ Y } =222’ +yr +ay +yy.
Szukamy bazy ortonormalnej przestrzeni (R, €). Latwo sprawdzamy, ze (R3, £) nie jest przestrzenig izotropowa, wiec stosujemy
metode Grama - Schmidta dla znalezienia bazy ortogonalnej (aq, a2). Mamy, ze a; = (1) } oraz ap =T 1 ( (1) )=
lm({ })i L+

_1 _1
} = [ 12 :|,WiQC [ (1) ] , [ 12 } jest baza ortogonalna. Poniewaz ¢y ( 0 )=



bazie A jest macierz I. Niech X bedzie macierza przejécia od bazy A do bazy (e, €2), czyli macierza identycznosci w bazach
(€1,€2) i A. Mamy:

id(el):[é]:ﬁ[\éﬁ}+0

_\/%2],id(w):{?}:%{?}_k%[_ff]’
v2 1

1
0 V2 1 i poniewaz [ ? 1 } =XT.7-X=XT.X, wiec X jest szukana macierza.
&

wiec X =

21’1 +£L’2+1’3+3£L’4 =0
5. Oznaczmy U = Sol 3z1 + 222+ 223+ 24 =0 |. Wyznaczmy wzoér na rzut 7. Znajdujemy baze prostopadls U. Mamy:
T+ 2x9 +2x3 —4x4 =0

T, 4 2x9 + 223 —4x4 =0 T+ 2x9 + 223 —4x4 =0 Ty + 2x9 +2x3 —4x4 =0 _01
U=Sol{ —319—3x3+1lz,4=0 =Sol{ x9+ax3—204=0 =80l xo+x3—214=0 = lin( 1 ).
—4xy —4dx3 4+ 1324 =0 —4xy —4x3 4+ 1324 =0 5x4 =0 0
0
Zatem U jest podprzestrzenia jednowymiarows i tym samym wektor _11 tworzy jej baze prostopadla. Wobec tego:
0
ST
—4 -1
—4 2 0 -1 3| -1 -3
— = = = = = — frd 2
ol .y |) T 0 1 [ 0 ] 1 2| 1 3
2 -1 -1 0 0 0
L O - L O -
6. Znajdujemy macierze £ oraz ( w pewnych bazach prostopadlych przy pomocy metody Jacobiego. Latwo sprawdzamy, ze w
1 0 2 1 0 1
bazach jednostkowych macierze A i B funkcjonaléw, odpowiednio, £ i ( saréwne A= [ 0 1 1 |, B=[0 a O
2 1 4 1 00
Obliczamy wyznaczniki minoréw gtéwnych obydwu macierzy:
10 1 0 2 10 1 0 1
det Ay = 1,det Ay = =1,detA3=|0 1 1 |=—-1,detB;=1,detBs = =a,detB3=|0 a 0 |=—-a
01 2 1 4 0 a 100

skad macierze A’ i B’ funkcjonaléw £ i ¢ w pewnych bazach prostopadlych sa postaci:

10 0 10 0
A=]01 0 |,B=|0a 0 |,a0.
00 —1 00 -1

Przestrzenie (R3,¢), (R3, () sa izomorficzne, gdy maja réwne rzedy i sygnatury. Oczywiscie r(£) = 31 s(€) =1, zaé r({) = 3 i
s(¢) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a > 0.

7. 1 jest samosprzezony, gdy jego macierz w pewnej bazie prostopadlej przestrzeni (R?, &) jest symetryczna. Znajdujemy wiec
baze prostopadla przestrzeni. Latwo sprawdzamy, ze (R?, €) jest nieosobliwa, mozemy wiec zastosowaé metode Lagrange’a:

1 1 1 1 1 1
ge ([, y]T) =222 + 2zy + y? = 22% + 22y + % + Z(ﬁQy)2 - 2(—2y)2 =2z + fy)2 +y?— 2y = 2(x + fy)Q + —y2.

2-2 2 2 2 2
. T xT9 . .
W bazie ([ Y } , [ Y }) ¢ ma macierz diagonalna. Ponadto:
1 2
T1+ 5y =2 $1+%y1=0
y1 =20 ’ Yy1=735
_1
skad A = ({ g } , [ 14 ]) jest baza prostopadla. Znajdujemy macierz B endomorfizmu 3 w A:
2

by e R i B P R F B

1
19 ] nie jest macierza symetryczna.
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8. Oznaczmy A = %
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. Niech (R?,€) bedzie przestrzenia ortogonalng ze zwyktym iloczynem skalarnym. Oczywiscie

(R3,€) jest euklidesowa i € = (e1, €2, €3) jest jej baza prostopadia. Niech A bedzie macierza endomorfizmu ¢ w bazie £. Wéwcezas

@ jest samosprzezony (bo A jest symetryczna). Wyznaczmy wzér na ¢:

O B R A B (A
vP=lg 5 5 YT ey
z 3 3 T3 z 3T+ 3Y 37
Znajdujemy warto$ci wlasne ¢:
2-X 3 % L | 2-3x 1 2 1 1 1
Cy(X) = % -2-X 2 =5 1 -2 -3X 2 = —7(—27X3—93:2+39X+13) =5 (X+§)(—27X2+39)
s 2 -3-X 2 2 -1-3X
Zatem Cy(X) =0 wtw. gdy X = —%7 X = @, X = ‘/Tﬁ i wyznaczamy przestrzenie wlasne:
1 T %x—&—%y—&—éz 1|z T 2¢ + 3y + 2z T -1
V(@*g):{ Yy §$—§y+§z =—3|Y P={| v x—2y+2z |y |}=ln(| 1 |),
z ST+ 5y — 32 z z 20 + 2y — 2 z 1
2r+iy+2 [ 2z + 3y + 22 T 3+V13
13 T r+ 3y + 32 13 T x Y .
Vo) ={| w [ | de-dur e | =Y |y b=ty || eoze2e | =VEB|y | =tin(| 14T |),
z ST+ 5y — 32 z z | 20+2y—=2 z 4
2 L 2 2z + 3y + 2z T 3—+v13
13 z T+ 3y + 352 Az | r y ,
V(gf),fT):{ Yy %m—%y—k%z =-—5 |V F={| vy r—2y+2z | =—-V13| y [}=lin(| -1-13 |).
z ST+ 5y — 52 z z 2042y — 2 z 4
-1 3+ V13 3—+v13
Wobec twierdzenia spektralnego R® = V (¢, f%) 1 V(e, @) L V(p,— ‘/3173), wige (| 1 |,]| —1+v13 |,| —1-+13 |)
1 4 4
-1 3+V13 3-V13
jest baza prostopadla (R3,€). Poniewaz qe(| 1 [)=3,¢q(| —1++v13 |) =4(13+V13),qe(| —1—13 |) =4(13—V13),
1 4 4
| 3+413 3—V13
BV 2«13%@ 2«13%@
: _ 1 —1+/13 -1-/13 : 3 . . .
wiec A = ( f | W 3 - = ) jest baza ortonormalna (R?, £) zlozong z wektoréw wlasnych ¢. Niech C
V3 24/13+13 24/13—/13
1 3+13 3—/13
V3 2\/13%ﬁ 2\/13%3
. es s e . _ 1 —1+13 —1—/13 . . . .
oznacza macierz przejscia z (e, €2, €3) do A. Oczywiscie C' = \{g 2\/134+\/ﬁ 2\/134_\/ﬁ . Macierza £ w bazie kanonicznej
V3 oV/131vI3 213 VI3

jest I i poniewaz A jest ortonormalna, wiec réwniez macierza & w A jest I. Zatem I = CT -

wiec C jest ortogonalna.

I-C=CT.C, czyli CT =071,



