ALGEBRA LINIOWA, II ROK

Kolokwium 1

Odpowiedzie¢ na pytanie 1, a nastegpnie rozwigzaé wybrane 5 sposréd zadan 2 - 8

1.

1.

2.

Niech V' i W beda przestrzeniami wektorowymi nad K, dim V,dim W < co. Odpowiedzie¢ na nastepujace pytania teoretyczne:

(a) Niech A bedzie macierza ¢ € End(V). Podaé warunek réwnowazny istnieniu macierzy C takiej, ze C~1 AC jest diagonalna.

(b) Niech A bedzie baza V', B baza W, a A* i B* bazami sprzezonymi V* i W*. Niech A bedzie macierza odwzorowania
¢:V — W w bazach A i B, a B macierza ¢* w bazach B* i A*. Jaki jest zwiazek miedzy macierzami A i B?

1 . 2x 4+ 3y
}) w przeksztalceniu ¢ : K2 — K3 danym wzorem ¢ ([ ]) = r—y

Wyznaczy¢ obraz podprzestrzeni lin ({ 1 y
3y

Czy istnieje przeksztalcenie liniowe (jezeli tak - podaé przyklad) ¢ : R® — R3 spetniajace warunki:

1 1 0 3 1 4
10 1 =21, ¢ 1 =121, ¢ 2 =147
0 3 1 1 1 4
Wyznaczyé macierz ¢ € End(R*) wzgledem bazy (e, €2 + 261, €3 + 3ea + b€y, €4), jezeli ¢ ma wzgledem (€1, €2, €3, €4) macierz:
1 2 0 1
3 0 -1 2
2 5 3 1
12 1 3
Znalez¢ wzor na n—ty wyraz ciagu a,, gdy ag =1, a1 = 2, apt2 = 3a, — 2a541.
1 0 2
Znalez¢ baze sprzezona z baza 1(,] -1 1],|1 przestrzeni R3.
0 0 1

Pokazaé, ze jezeli ¢ € End(V), dimV < oo, to ¢ i ¢* maja te same wielomiany charakterystyczne, wyznaczniki i $lady.
Obliczy¢ dim Q°(1, ¢) oraz dim Q%(—1, ¢), sprawdzi¢, ze ¢ jest diagonalizowalny, obliczy¢ A% i A~ i wyznaczyé¢ wielomian
1 6 20 50 140 140
-16 —-70 —-195 —560 —560
26 125 366 1064 1064
—31 —154 —460 —1344 —1344
4 20 60 176 175
4 20 60 175 176

charakterystyczny ¢, jezeli ¢ ma w bazie (€1, €2, €3, €4, €5, €) macierz

jeviil e e Bl e @)

Rozwigzania
(a) Musi istnieé¢ baza przestrzeni V zlozona z wektoréw wlasnych ¢.
(b) Zwiazek miedzy macierzami A i B ujmuje wzér B = AT
Zgodnie z definicja obrazu:

- a a
¢<lin( 1})): b | € K3: istnieje {x}elin<[1]> takie,Ze(b({x}): b =
1 Y 1 Y
L c c
[ a ] , . 1 2z 4 3y a a , 20 + 3 a
= b | eK \/[y}:a[l}l T—y =15 = b | eK \/ a—a =1b =
| ¢ | a€K 3y acK 3a
[ a ] 5 a )
= e K3 \/ al 0| =125 = lin 0
L C ] acK 3 3
1 1 [0 ] 0
Zeby ¢ bylo liniowe, musi w szczegdlnoéci zachodzié ¢ 2 = ¢ 1 [+ 1 = ¢ + ¢ 1
1 0 1] 1
1 1 0 1 4 [ 1]
Poniewaz ¢ 1 =|2],9¢ 1 = 2 io 2 =4 | =12 |+ , wiec jest tak w istocie.
0 3 1 1 4 | 3 1
1 0 1 0 0
Aby skonstruowaé stosowny przyklad, uzupelniamy uktad ([ 1 ] , [ 1 do bazy, na przyktad 1]1,{1],]0
0 1 0 1 1



Zgodnie z twierdzeniem o okreélaniu przeksztalcen istnieje odwzorowanie ¢, takie, ze - przykladowo - zachodza zwigzki:

1 1 0 3 0 0
10) 1 =121, ¢ 1 =121, ¢ 0 =10
0 3 1 1 1 0
x
W celu wyznaczenia wzoru analitycznego znajdujemy wspoélrzedne dowolnego wektora | y | w skonstruowanej bazie:
z
[z ] 1 0 0 U=z u=x
y|l=u|l|4+w| 1l |+t]| 0| =< vtw=y <= w=y—2x
EA 0 1 1 w+t==z2 t=z—-—y+zx
x [ 1] 0 [0
Zatem |y | =z | 1 |+@w—a)| 1 |+(=z—-y+x)| 0 | istad:
z | 0] 1 | 1
x 1 0 0 1 3 0 —2x + 3y
y || =0 | 1| |+ || 1| |+e—yta)o| |0 || =2]|2 |+@—2)| 2 |+—yta)| 0 | = 2y
z 0 1 1 3 1 0 2z 4y
4. Przeksztalcamy kolejno macierz ¢ w bazie (€1, €o, €3) wiedzac, ze:
e dodajac do j—tego wektora bazy dziedziny i—ty wektor bazy dziedziny pomnozony przez skalar a, w macierzy przeksztalcenia
do j—tej kolumny dodajemy i—tg pomnozona przez a,
e dodajac do j—tego wektora bazy przeciwdziedziny i—ty wektor bazy przeciwdziedziny pomnozony przez a, w macierzy
~ przeksztalcenia od i—tego wiersza odejmujemy j—ty pomnozony przez a;
1 4 0 1 -5 -8 2 -3
3 6 -1 2 3 6 -1 2 . .
9 9 3 1| 9 9 3 1 - macierz w bazie (€1, €2 + 2€1, €3, €4),
|14 1 3 1 4 1 3
[ -5 -8 —22 -3 -5 -8 =22 -3
3 6 17 2 -3 =21 -73 -1 . .
9 9 20 T 9 9 30 1 - macierz w bazie (€1, €3 + 2€1, €3 + 3ea + 6e1, €4).
|1 4 13 3 1 4 13 3
5. Rozwazmy { Gnt1 ] € R2. Szukamy endomorfizmu ¢ € End(R?) takiego, by ¢ ({ Gn+1 ]) = [ Un+2 ] = { 3an — 2an41
n 79 An+41 An+41
. a b . . . , . .. . .| aapy1 +ba, = 3a, — 2ap41
Niech A = bedzie macierza ¢ w bazie (€1, €2). Wspolezynniki a, b, ¢, d spelniaja zwiazki
c d Cap41 + day, = any1
. . _ -2 3 o Ap+1 _ Ap, _ Ap—1 _ _ n al _ An 2 |
nlechwugcA—{ 1 0].Oczyvv1bc1e[ a, }—gi)({anl })—¢<¢<[an2 }))--qﬁ ({ao })-A [1_.
Wyznaczamy zatem wzor na A". Znajdujemy pierwiastki wielomianu charakterystycznego:
—-2-X
CA(X):‘ X _?}(‘:X2+2X—3:(X+3)(X—1)
i wyznaczamy podprzestrzenie niezmiennicze R?(—3, ¢), R3(1, ¢):
2/ . T 2. | =2 3| || _ .|= . —2xr+3y=-3r \ .. -3
R2( 3,@_{{?!}611% { X O] {y]_ 3[y}}-5’01<{ P, —tin (|
9 . T o | =2 3 x| _ | . —2x+3y==x o 1
R(1’¢)_{[y]eR'[1 0} [y}_[y]}_&)l({w:y —iAh
. . -3 1 9 . . . -3 0 . o
Poniewaz 11 tworza baze R*, wiec ¢ ma w tej bazie macierz B = 0o 1 Macierz przejécia od bazy (€1, €2)
-3 1 -3 1 . 14 1o 1 -3 i
do R to C' = 11 . Tak wiec B=C""AC i A=CBC™ ", gdzie C™" = 14 4 |, Zatem:
1 4
_ -3 1 (=3)» 0 -1 1 —3(=3)" 1 -1 1 3(=3)"+1 —3(=3)n+2
A" = CB"C! = . . 1 — . 1 _ 4 1 1 1|
AU B i B A O et B o B T
e 2] S+t a3 2] ke -8 1 ;
Stad +:|An[ :||: 4 n 4 4 n 4 — 4 N 1 , wiec a, = —1(=3)" + 3.
| R R A B (GO I A O I B (/LR ) A A



*

*

1 0 2 x 1 0 2
6. Celem wyznaczenia wzoréwna | 1 | || —1 i| 1 znajdujemy wspélrzedne | y | w bazie 1(,] -1 1],[1
| 0 0 1 z 0 0 1
T 1] 0 2 u+2t==x u=x—2z
y |=ul|l|4+w]| -1 |[+t| 1 | <<= u—wt+t=y < w=-y+T—2
z 0 | 0 1 t==z t==z
x [ 1 0 [ 2]
Wobectego | vy | =(x—22)| 1 |+(—z—y+2)| =1 | +2| 1 | i mamy:
z | O 0 | 1
117 /[ = I 1 1] 0 117 /T2
1 Y =(x—22)| 1 1 +(—x—y+2)| 1 -1 +z| 1 1 =z — 2z,
0 | z 0 0 | 0 ] 0 0 1
01" /[ 01" /1 01" 0 01" /27
-1 Y =(x—22)| -1 1 +(—x—y+2)| -1 -1 +z| -1 1 =xr—y-—z,
0 z 0 0 0 0 0 1|
217 (/[ = 21" 1 21" 0 277/ 2
1 Y =(x—22)| 1 1 +(—z—y+2)]| 1 -1 +z|1 1 = z.
1 z 1 0 1 0 1 1

7. Wielomian charakterystyczny, wyznacznik i slad endomorfizmu nie zaleza od wyboru bazy. Niech wiec A bedzie macierza ¢
w ustalonej bazie. Wéwczas AT jest macierza ¢* w bazie sprzezonej. Poniewaz det A = det AT i trA = trA”, wiec ¢ i ¢*
maja takie same wyznaczniki i $lady. Ponadto (A — X - I)T = AT — X - I (wyrazy na diagonali nie ulegaja zmianie), wigc
det(A— X -I) =det(A— X -I)T =det(AT — X - I) i ¢ oraz ¢* maja ten sam wielomian charakterystyczny.

8. Wyznaczamy wymiary podanych podprzestrzeni niezmienniczych:

SO OO OO

OO O OO

T 1 6 20 50 140 140
Y 0 —-16 -70 —195 —560 —560
. 6 e z s | 0 26 125 366 1064 1064
dimQ*(1,¢) =dim ¢\ 1 E€QV | 5 ey g5y 460 —1344 —1344
w 0 4 20 60 176 175
t 0 4 20 60 175 176
lx + 6y + 20z + 50u + 140w + 140t =z
0x — 16y — 70z — 195u — 560w — 560t = y
—  dim Sol Ox + 26y + 1252 + 366w + 1064w + 1064t = =z —6_
- o Oz — 31y — 154z — 460u — 1344w — 1344t = u - "
Ox + 4y + 20z + 60u + 176w + 175t = w
Oz + 4y + 202 + 60u + 175w + 176t = ¢
2 0 -—-10 -35 -35
—1 10 45 140 140 200 =35
—1 10 40 140
2 4 6 14 14
= 6—1r =6-—r 2 4 16 14
1 6 19 56 56
1 6 24 56
0 0 0 0 0 4 20 80 175
| 4 20 60 175 175
2.0 0 =35 0 —4 —16 —49
000 0 0 4 16 49
= 6—r 0 4 16 49 =6-—r =6-—r
1 2 8 - 1 2 8 7
(40 0 -70 0 -8 —-32 -—-98

X X
Yy Yy
z | | z _
v || w B
w w
t t
6 20 50 140 140
—17 =70 =195 =560 —560
26 124 366 1064 1064 -
—31 —154 —461 —1344 —1344 -
4 20 60 175 175
4 20 60 175 175
2 0 0 =35
0 16 64 196
=6—r 0 4 16 49
1 6 24 56
4 20 80 175
00 0 0
0 4 16 49
10 0 0 =6-2=4
00 0 0

Podobnie sprawdzamy, ze dim Q°(—1,¢) = 2. Zatem istnieje baza Q° zlozona z wektoréw wlasnych ¢ i endomorfizm jest

diagonalizowalny. W bazie tej ¢ ma macierz B =

100
010
0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 O
0 0 0
1 0 0
0 -1 0
0 0 -1

. Niech C' oznacza macierz przej$cia z bazy

epsilonowej do powyzszej bazy. Wéwczas B = C1AC i A = CBC~!'. Stad A% = CB?C~!. Ale oczywiécie B®> = I, wiec



A? = CC~' = I. W szczegdlnoéci oznacza to, ze A~' = A. Na koniec, poniewaz wielomian charakterystyczny nie zalezy od
wyboru bazy, wigc:

1-X 0 0 0 0 0
0 1-X 0 0 0 0
oo 0 1-X 0 0 0 | vy a2
0 0 0 0 -1-X 0
0 0 0 0 0 -1-X




