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Z elementarnej teorii liczb znamy nastepujace twierdzenie, sformutowane po
raz pierwszy w 1842 roku przez Johanna Petera Gustava Lejeune - Dirichleta
(1805-1859):

TWIERDZENIE 1 (ZASADA PUDELKOWA DIRICHLETA) Jesli card X > n, n € N,
oraz X = X1 U...UX,, to dla pewnego i € {1,...,n}:

card X; > 10

Dowdéd prowadzi sie metoda indukcji matematycznej i nie bedziemy sie nim tutaj
dokladniej zajmowaé. Nie bedziemy tez udowadniaé innej ciekawej wlasnosci, ze
mianowicie zasada Dirichleta réwnowazna jest aksjomatowi indukcji, zajmiemy
sie natomiast kilkoma zastosowaniami tego twierdzenia. Juz w szkole rozwiazaé
mozna nastepujace proste zadanie:

ZADANIE 1 Udowodnié, ze na Slasku mieszkajq praynajmnie dwie osoby majace
takq samg liczbe wloséw na glowie. 1

Nieco wiecej pomystowosci wymaga rozwiazanie innegom zadania:

ZADANIE 2 Na plaszczyénie danych jest 5 punktow o wspotrzednych catkowitych.
Udowodnié, ze $rodek jednego z odcinkéw lgczacych 2 sposrod tych punktow tez
ma catkowite wspolrzedne. 1

Zadan tych nie bedziemy tu rozwiazywaé - pozostawiamy je do pobawienia sie
czytelnikowi, podobnie jak i zadania zamieszczone na konicu referatu. Sprobujmy
natomiast zajac sie takim problemem:

ZADANIE 3 Ktora z cyfr, 7 czy 8, pojawia sie czeSciej jako pierwsza cyfra liczb
postaci 2™ 21

Intuicyjnie trudno na to pytanie odpowiedzieé, co ilustruje ponizsza tabela:



8 = 27 70368744177664 = 26
8192 = 213 7... = 9°6
... = 2l06 7... = 266

7... = 276

Zanim zabierzemy sie do rozwiazywania naszego problemu, wybierzmy sie na
dlugi spacer po nieskonczonym chodniku zbudowanym z plyt o dtugosci 1 — €
oddzielonych szczelinami o szerokoséci € > 0. Zalézmy, Zze zaczynamy spacer
w miejscu, w ktérym czubek buta dotyka do szczeliny. Postawmy nastepujace
pytanie:

Czy mozna tak dobrac¢ dlugosé kroku, aby w czasie spaceru nigdy wiecej
nie nastapi¢ na szczeline (za nadepniecie na szczeline uwazamy dotkniecie jej
wnetrza lub brzegu czubkiem buta)?

Aby udzieli¢ odpowiedzi, rozpatrzmy kilka przypadkdw:

Przypadek I: Diugos¢ kroku d = 1. Wéwezas w kazdym kroku nadeptujemy
na szczeline.

Przypadek II: Dlugosé kroku d = k, k € N. Sytuacja analogiczna.

Przypadek III: Dlugosé kroku d = g, p,q € N. Tutaj po kazdych ¢ krokach
mamy taka sytuacje, jak po wykonaniu jednego kroku dtugosci p.

Przypadek IV: Dlugosé kroku d € R\ Q. Teraz "nawijamy” nasz chodnik
na okrag o promieniu %, w ktérym wszystkie szczeliny zajmujg to samo
miejsce, a liczby naturalne pokrywaja sie z punktem O. Przez z1,xo, ...
oznaczamy kolejne élady czubkéw butéw, przy czym x; = O.

Poniewaz d € R\ Q, wigc z; # x; dla i # j. Niech n € N bedzie na
tyle duze, aby % < €. Podzielmy okrag na n réwnych lukdéw diugosci
%. Poniewaz spacer jest nieskonczony, wiec na mocy zasady pudelkowej
Dirichleta istnieja k, s € N takie, ze xj, i 45 naleza do tego samego tuku.
Odlegto$é miedzy tymi krokami (liczona na chodniku) to oczywiscie s - d.
Taka sama jest odlegtos¢ miedzy punktami x5 1 Tit2s, Tht2s 1 Thtss itd.
Wobec tego punkty xk, Tr+ts, Trtss, - - - leza na okregu jeden za drugim w
ten sposéb, ze dlugosé tuku laczaca dwa kolejne jest taka sama i mniejsza
od %, wiec i od €. Zatem pewien wyraz tego ciggu trafia w e-szczeline.

Tym samym odpowiedZ na postawione pytanie jest negatywna.

Przedstawione tu rozumowanie pomoze rozwigzaé nasze zadanie. Udowodnimy
w tym celu 3 lematy:

LEMAT 1 Liczba log?2 jest niewymierna.



D o w 6 d: Dla dowodu nie wprost przypuéémy, ze log2 = %, p,q € N.
Wéwezas 29 = 10P, co jest niemozliwe, bo 29 nie dzieli sie przez 5 (twierdzenie
o jednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze). O

LEMAT 2 Dowolny skoniczony cigg cyfr pojawi sie jako poczgtek zapisu pewnej
potegi dwadjki.
D o w 6 d : Ustalmy liczbe M, ktorej zapisem bedzie dany skonczony ciag cyfr.
Chcemy pokazaé, ze:
\/ 10°M <2m < 10%(M + 1)
n,kEN

Inaczej (logarytmujac powyzszy zwiazek):

\/ k+logM <nlog2 <log(M +1)+k
n,kEN

Na osi liczbowej zaznaczamy odcinki postaci [log M + k,log(M + 1) + k| dla
k €{0,1,2,...}. Wszystkie sa réwnej dtugosci log(M +1) —log M = log(1+ %)

Poniewaz - na podstawie lematu 1 - liczba log?2 jest niewymierna, wiec
rozumujac jak w przypadku IV rozwazanego wcze$niej pytania otrzymujemy,
ze w pewnym kroku znajdziemy sie w jednym ze wskazanych przedzialéw, czyli
potrafimy wskazaé zadane n i k, co konczy dowdd. 4

Zilustrujemy ten zaskakujacy lemat kilkoma przyktadami:

M = 1410 (bitwa pod Grunwaldem) 23349 = 1,410... - 101008
M = 1892 (urodziny Stefana Banacha) 28133 =1,892....102448

Dla ustalonej liczby naturalnej M zdefiniujmy pomocnicza wielko$¢ zwana

roboczo czestoscia wystapien M-poczatkéw jako granice:

gdzie dps(IN) oznacza liczbe tych mniejszych od N poteg dwéjki, ktérych zapis
zaczyna sie od cyfr tworzacych liczbe M. ! OdpowiedZ na interesujace nas
pytanie sprowadza si¢ wiec do poréwnania dwéch liczb:

P(7) i P(8)

LEMAT 3 Czestos$é wystgpien M -poczgtkow wynosi:

1
P(M) =log(1 + M)

17 przeprowadzonego dalej rozumowania wynika, ze granica ta istnieje i jest skoiczona. W
szczegblnodci czestosé wystapien M-poczatkéw nie ma nic wspélnego z miara probabilistyczna!



Dowdd: Zdowodu lematu 2 wynika, Ze liczba 2™ rozpoczyna sie od ukladu cyfr
okredlajacych liczbe M, jesli spacerujac krokiem o dlugosci log2 ”wdepniemy”
do ktoéregos z regularnie rozmieszczonych przedziatéw diugosci a = log(1 + ﬁ)

”"Nawijamy’ o$ liczbowa na okrag o promieniu % tak, by wartos¢ log M
pokrywala sie z punktem A, a wartos¢ log(M + 1) z punktem B; tuk AB o
dlugodci a pelni role szczeliny, zasd x1, zo, . . . oznaczaja $lady kolejnych ”krokow”
o dlugosci log 2.

Jesli Apr(N) oznacza ilo$é wyrazéw ciagu x1, s, .., zy, ktére znajduja sie
we wskazanym tuku AB, to:

Naturalnie, dla dostatecznie duzych m € N:

<a<

\/ n(m) n(m) +1
n(m)eN mn mn

skad otrzymujemy natychmiast:

1
lim _n(m) = lim —n(m) i
m—oo m m—o0 m

=a

Ustalmy liczbe m. Wobec zasady pudetkowej Dirichleta, w ciagu (z,),,. | istnieja
wyrazy T, i Zp4q takie, ze odleglo$é je laczaca na okregu wynosi a, gdzie
#—&-1 <a< % Zauwazmy, ze poniewaz:

/\ (k+q)log2 —klog2 = (p+q)log2 —plog?2

keN
wiec dlugosé tukéw taczacych punkty xy i zx14 jest réwna odleglosci miedzy z),

i zpyq, dla k € N. Ustalmy liczbe N i - bez straty ogdlnosci - zatézmy, ze jest
ona wielokrotnoscia liczby gm. Rozwazmy tablice:

T1 Ti4q Ti42¢ ' Ti4(m—1)q
T2 T24q L2429 " T24(m—1)q
Tqg ZTgtq Tg+2q 7 Tgt+(m—1)g

W kazdym z powyzszych wierszy odlegto$é miedzy dwoma sasiednimi wyrazami

jest stala i wynosi a. Dtugos$¢ tuku pomiedzy @51 Ty (m—1)q, 8 € 1,.-.,¢, jest nie
wieksza niz mL_H i nie mniejsza niz % Zatem w kazdym z powyzszych wierszy

do luku AB nalezy co najmniej n(m) — 2 elementéw, bo:

n(m) 2 1 2m

): — =n(m)—

m _m—l—l m m+1

(



i nie wiecej niz n(m) + 2 elementéw, gdyz:

n(mrzl—i—l : m1+1 :(”(m)+1)(1+%)=n(m)+1+w

<n(m)+2

Reasumujac, w ciagu 1, X2, - . . , Tgm do tuku AB nalezy co najmniej (n(m)—2)q
elementéw i nie wiecej niz (n(m) + 2)q elementéw. Stad:

Lo (20m) =20

=a
m—0oQ qm
2
e (am) +2)g
m—0o0 qm

co konczy dowdd. O

Korzystajac z powyzszego lematu obliczamy:
P(7) = log(1 4+ %) ~ 0,057 , P(8) = log(1 + %) ~ 0,051

A zatem cyfra 7 pojawia sie czesciej na poczatku liczb postaci 2™ niz cyfra 8.

I na zakonczenie jeszcze kilka zadanek:

ZADANIE 4 Wykazad, Ze w trojkgcie réwnobocznym o boku 4 nie mozna umiescicé
17 punktow tak, by odleglosé kazdych dwdch z nich byla wieksza niz 1. 1

ZADANIE 5 W przestrzeni danych jest 9 punktow o wspdirzednych calkowitych.
Wykazaé, ze $rodek jednego z odcinkéw lgczgcych te punkty jest punktem o
wspolrzednych catkowitych. A

ZADANIE 6 Pieciokqt wypukly ma wierzcholki w punktach o wspélrzednych
catkowitych. Wykazaé, ze w jego wnetrzu znajduje sie co najmniej jeden punkt
o wspotrzednych catkowitych. A

ZADANIE 7 Udowodnié, Ze w grupie n > 1 0s6b sq zawsze dwie, ktdre majg w
tej grupie jednakowq liczbe znajomych. 1

ZADANIE 8 Udowodni¢, zZe dla dowolnej liczby mnaturalnej n istnieje jej
wielokrotno$é, ktorg w systemie dziesietnym mozemy zapisaé przy pomocy jedynie
cyfr 04 1.1

ZADANIE 9 Udowodnié, Ze wsrod dowolnie wybranych 11 liczb rzeczywistych
co namniej dwie majqg rozwiniecia dziesietne pokrywajgce sie w nieskonczonej
ilosci miejsc po przecinku (jesli liczba ma skoniczone rozwiniecie dziesietne, to
uzupelniamy je zeramsi). 0

ZADANIE 10 Sposrod liczb 1,2, ... ,200 wybieramy dowolne 101 liczb. Wykazad,
ze wérdod wybranych liczb jest para a i b taka, Ze a dzieli b. 14



ZADANIE 11 Udowodnié, ze jesli dane jest 7 liczb naturalnych, to mozna z nich
wybraé 2 liczby tak, Ze 10|a® — b. O

ZADANIE 12 100 zawodnikow rozgrywa turniej szachowy systemem kazdy z kaZdym.
Po 32 rundach turniej zostal przerwany. Wykazaé, Ze co najmniej 4 pary graczy
uzyskaty ten sam wynik.

ZADANIE 13 Dane sq liczby catkowite nieujemne a1 < as < ... < ai91- Wykazad,
ze mozna wybraé sposrod nich 4 rézne liczby ay, ay, Gm, an tak, Ze liczba ap, +a; —
am — an, dzieli sie przez 5050. 4

ZADANIE 14 Dane jest 1985 liczb naturalnych, ktorych Zaden dzielnik pierwszy
nie jest wiekszy niz 23. Pokazad, ze iloczyn pewnych 4 z nich jest czwartq potegg
pewnej liczby naturalnej. A
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