PawEr GLADKI

Utlamki tancuchowe!

1 Wstep

W numerze 1/1989 miesiecznika "Mtody Technik” w dziale ” ROzmaitosci MAtematyczne”
Michal Szurek zaprezentowal nastepujace zadanie z egzaminéw wstepnych do
szkét srednich: Ktora z liczb:
1+ —— i1+ —L
1 T+—I—
+oT = % +o 1 i%

jest wieksza? Zadanie mozna rozwiazaé¢ na wiele sposobéw; ”fool proof” polega

. s . . » 3 . 13 - 18 - . C .
na tym, zeby zamieni¢ powyzsze liczby na "normalne” utamki % i 33 i (najlepiej
za pomoca kalkulatora...) poréwnaé takie dwie liczby. Mozna oczywiscie prosciej:
postawienie mniejszej liczby w mianowniku zwigksza utamek, a poniewaz kazdy z
widocznych ulamkéw ma 4 pietra w mianowniku, poczatkowy zwrot nieréwnosci

2 < 3 zmieni sie czterokrotnie...

Takie pietrowe ulamki nazywamy tancuchowymi. Uwaza sie, ze pierwszy
wprowadzil je matematyk wloski Rafael Bombelli (1526-1573). Prace nad teoria
ulamkéw tancuchowych zapoczatkowal w XVII w. matematyk wloski Pietro
Antonio Cataldi (1548-1625), a do rozwoju teorii przyczynili sie matematycy
angielscy John Wallis (1616-1703) i William Brouckner (1620-1684), matematyk
holenderski Christian Huygens (1629-1695), matematyk szwajcarski Leonhard
Euler (1707-1783), matematyk niemiecki Johann Heinrich Lambert (1728-1777),
matematycy francuscy Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) i Adrien Marie
Legendre (1752-1833) oraz matematk holenderski Thomas Joannes Stieltjes
(1856-1894). Zajmijmy sie niektérymi ich wlasnosciami.

2 Redukty, twierdzenie o reduktach; liczby Ay,
twierdzenie ” o deltach”; rozwijanie liczb wymiernych
na utamki cigglte normalne.

Rozwazmy utamek:

a0+—1,a06R,a1,...,aneR+ (2.1)
as++--

an

TReferat wygloszony na spotkaniu Kola Naukowego Matematykéw przy Uniwersytecie
Slaskim w dniu 7.1X.2000r.



DEFINICJA 2.1 REDUKT. Liczbe:

Rk:ao+m+,k6{1,2,...,n}

gttt

nazywamy reduktem rzedu k ulamka (2). Jako redukt rzedu 0 wwaZamy liczbe
Ry = ag. Redunkt rzedu n nazywamy wartosciqg ulamka tancuchowego.

Polézmy:
By =ag, Qo =1

Py =apa1 +1, Q1 =ay
Py = Py_1a + P2, Qr = Qr_1ar + Qr—2

TWIERDZENIE 2.1 (O REDUKTACH) Ry = gfz, ke{0,1,...,n}
Dowodd:
1. (poczatek indukcji): Ry = ag = 4> = %, Ry =ag+ % = %11“ = %

2. (krok indukcyjny):
2.1. (val.) Ry, = 5=

2.2, Ryyq = 22 (7)

Qmt1
_ Prn_iam+Pm_2

2.3. Ry = Qm_10m+Qm_2
2.4. réwnosé powyzsza pozostaje prawdziwa, gdy zastapimy po obu stronach

Gm PTzez am + g=— (am+1 > 0)

1
2.5. R _ Pm"l(am+a1n+1 )+ Pm 2 _ (Pmo1@m+Pm_2)0mi14+Pm-1 _ Pmami1+Pm-1 _
90 Stmtl Qm.—l(am+ﬁ)+Q7nf2 (Qm-1am+Qm_2)am41+Qm_1 Qmam4+1+Qm—1
Pruya
Qm+1 QED

PrROGRAM 2.1 Obliczanie wartosci ulamka lancuchowego

10 Obliczanie wartosci ulamka lancuchowego
20 input ’’Ile bedzie mianownikow?’’; n
30 dim b(n-1)

40 for i=0 to n-1

50 b(i) =0

60 next i

70 input ’’Czesc calkowita =’’; b

80 for i=1 to n-1

90 input ’’Podaj kolejny mianownik’’; m
100 b(i) = m

110 next 1

120 p1=1; ql1=0; p2=b; q2=i



130 for i=0 to n-1

140 p=p2*b(i)+pl; q = q2*b(i)+ql
150 p1=p2; ql=q2; p2=0; q2=0

160 next i

170 print ’’Wynik:’’;p;’’/’’;q
180 end

DEFINICJA 2.2 LICZBY Ag. Ay = P 1Qk — Qr1FP:, k€ {1,2,...,n} 0O
TWIERDZENIE 2.2 (O "DELTACH”) Ag = (—1)*
Dowodd:
1. (poczatek indukcji): Ay = PoQ1 — QoP1 = apar — aga; — 1 = —1 = (—1)!
2. (krok indukeyjny):
2.1. (zal) Ap, = (=)™
2.2, Apyr = (—1)™H(?)
2.3. Ap=—Ag_1, ke {L,2,...,n} poniewaz:

A = Pr_1(Qr-10k + Qr—2) — Qr—1(Pr—10x + Pr_2) = Pr_1Qr—2 —
Qr—1Pr—o = Ay

2.4. Am—i—l = —Am = _(_1)m — (_1)m+1 QED

DEFINICJA 2.3 ULAMEK LANCUCHOWY ARYTMETYCZNY. Ulamek (2), w ktérym
ag jest liczbg calkowitq, a a1,as9,...,an sg liczbami naturalnymi, nazywamy
utamkiem tancuchowym arytmetycznym. Q

TWIERDZENIE 2.3 JeZeli ulamek (2) jest arytmetyczny, to ulamki:
Py
o ke{l,2,...,n}
sq utamkamsi nieskracalnymi o naturalnych mianownikach.
Dowo6d: PyiQr beda liczbami catymi, co wynika z ich definicji. Z
twierdzenia "o deltach” wynika natomiast, ze sa wzglednie pierwsze. QED

No

UwAGA 2.1 Rozwaimy ulamek e Na podstawie algorytmu Fuklidesa:
ng = qin1 + N2
ny = qan2 +n3

Ng—2 = Qr—1Mkg—1 + Nk
Nkg—1 = qrNk

Inaczej:

no _ 1
n, 4 + %12_
n 1
e =@+ 7wz

N2

3
©



Nk—2

_ 1
Ne—1 Qk—1 + 75=x
Nk—1 "k
Tt =k
Zatem:

1

+tqpoot ——
q2 qk—2 q’“**’i

Z—?ZCI1+

Algorytm FEuklidesa przedstawia wiec metode rozwijania liczby wymiernej na
utamek ciggly.

PRZYKELAD 2.1 Rozwiniemy na utamek ciggly liczbe %. Kolejne dzielenia

dajg:

314159 = 3 - 100000 + 14159
100000 = 7 - 14159 + 887
14159 =15 - 887 + 854
887 =1-854 + 33

854 =25-33 + 29
33=1-29+4
29=7-4+4+1

4=4-1

Jest wiec:

_ 1
:),,1415973+7+15+ ; |

25+ —L—
T+%

UWAGA 2.2 Latwo zauwazyé, ze kazda liczba wymierna daje co najmniej dwa

rézne rozwiniecia na tancuchowy utamek algebraiczny. Iststnie, niech:
w = ag + S —
a1++1
agtotan

bedzie rozwinieciem otrzymanym z algorytmu Euklidesa. Oczywiscie a, > 1,
zatem a,, — 1 € N. Ponadto:
an =an — 1+ %

Zatem mamy drugie rozwiniecie:

1
w=ap+ = T

agte+

PR —
(an—-1)+4

Qa

DEFINICJA 2.4 ROZWINIECIE NORMALNE. Rozwiniecie, w ktérym ostatni mianownik
an jest wiekszy od jednosci, nazywamy rozwinieciem normalnym.

TWIERDZENIE 2.4 Kazda liczba wymierna daje dokladnie jedno rozwiniecie normalne
na utamek tanicuchowy arytmetyczny.



Dowdd:

1. Ustalmy w = ag + ﬁ

age o

——t T ke{0,1,...,n}

2. z:=a
k kTt ak+1+

ajyot g

3. xx >ag, ke {0,1,....,n— 1}, z, = a,
4. z, > 1, ke€{0,1,...,n}

5. mk:ak—&-#ﬂ,ke{o,l,...,n—l}
6. ap <z <ar+1,ke{0,1,...,n—1}
7. ar = [zk], k€{0,1,...,n

8. rp = [xp] + -1, k€ {0,1,...,n — 1}

Trt1’

9. xk+1:wk+[wk],]€€{0,l,...,n*1}

10. Liczby g, k € {1,2,...,n} sa zatem wyznaczone jednoznacznie przez x.
QED

PROGRAM 2.2 Rozklad liczby wymiernej na ulamek lancuchowy.

210 Rozklad liczby wymiernej na ulamek lancuchowy
220 input ’’Licznik=’’;1

230 input ’’Mianownik=’’;m

240 y=1

250 o=int(1/m); r = l-o*m

260 if y=1 then print ’’Czesc calkowita=’’;o
270 if y=0 then print ’’Kolejny mianownik=’’;o
280 y=o

290 if r=o then print ’’koniec’’; goto 310

300 1=m; m=r; goto250

310 end

UwAGA 2.3 Dowdd twierdzenia 2.4. dostarcza inng niz algorytm Euklidesa metode
wyznaczania rozktadu liczby wymiernej na ulamek tarcuchowy. 1

PRZYKLAD 2.2 (ROZWIAZYWANIE ROWNAN NIEOZNACZONYCH) Niech:
axr +by =1,a,b € Z\ {0} (2.2)

Rozwigzanie tego rownania sprowadza sie do wyznaczenia jednego rozwigzania
typu (2.2) (zasadnicze twierdzenie arytmetyki). Rozwirimy liczbe ¢ na ulamek

laricuchowy (% jest nieskracalne, co wynika z faktu, Ze réwnanie (2.2) ma byc
P,
Qn

rozwigzane w liczbach calkowitych). Niech gﬂ: oraz

ostatnim reduktem tego rozwiniecia. Jest:

bedq przedostatnim 1



=
Zatem, wobec nieskracalnosci tych ulamkow:
P, =+a, Q,==b
Z twierdzenia o deltach”:
Pn1Qn — Qn-1 Py = (—=1)"
Zatem:
+(—=1)"P—1bF (-1)"Qp-1a =1
Stad otrzymujemy rozwigzanie (2.2):
x=F(-1)"Qn-1, y=+(-1)"P, —1 1

PRzYKLAD 2.3 Chcemy rozwigzaé réwnanie nieoznaczone:

96x + 65y =1
Mamy:
96 =165+ 31
656=2-31+3
31=10-3+1
3=3-1
Stad:
96 _
65 *1+2+1Oi%

Zatem n = 3. Ponadto:
P =301=2

P, =31,Q,=21

1 przeto:

z=—(-13Qy =21, y=(-1)3P, = -31
Istotnie:

96-31—-65-31=101

3 Rozwijanie liczb niewymiernych na utamek tancuchowys;
prawo najlepszego przyblizenia.

Zachowujemy wszystkie oznaczenia z poprzedniego paragrafu.



UWwAGA 3.1 Algorytm poznany w dowodzie twierdzenia 2.4 do rozwijania liczb

wymiernych na utamek lancuchowy, dobry jest tez dla liczb niewymiernych:

To = w, ag = [xo] 1 jezeli ag # xo to wyznaczamu dalej:

Ty =g, a1 = [1] i jezeli a; # x1 to wyznaczamu dalej:

Ty = g—, A2 = [z2] i jezeli az # xo to wyznaczamu dalej:

W tym przypadku algorytm staje sie mieskonczony. Istotnie, przypus$émy, iz

istnieje n € N takie, Ze a, = x,,. Wowczas:
w=1x)= a9+ ——
O M0 T e v L

zatem w € Q wbrew zaloZeniu. O

TWIERDZENIE 3.1 Niech w € R\ Q. Wéwczas lim,_., R, = xy.

Dowodd:
_ 1 _ 1 _ 1
1. T1 = To—ao’ T2 = T1—ay’ " In = Ty —1—Cp—1
2. 29 =ag+ =, 11 =a1 + =+ T =a + L
+ 40 0 10 V1 1 20 ) n—1 n—1 Zn
3. To =ao+ a +...+1+’ R”l =ap + a +...+1+
! “‘n—l‘*’ﬁ ! an71+ﬁ
_ Pz, tP, o _ PuhiantP,_o
4. mo = Qn_1Zn+Qn_2’ Ry = Qn_1an+Qn_2
_ PuzpiitPhoa
5. To = QnTn+1+Qn—1
P,z, P, P, 1Q,—Qn_1P, -nH"
6. 1o — R, = Tni1t 1 Py 1Qn—=Qn_1P, __ (=1

T QnTnt1+Qn_1 Qn  (QnTni1+Qn)Qn  (QuTni1+Qn)Qn

7. Ln+1 > An+1

1 _ 1
ant1+Qn)Qn ~ Qnit1Qn

8. |$0 *Rn‘ < @n
9. Qn>k keN

9.1. (poczatek indukcji): @1 = a1 € N
9.2. (krok indukeyjny):
9.2.1. (zal.) Q, > n
9.2.2. Qny12n+1(7)
9.2.3. Qui1 =Qnant1+Qn12Qn+12>2n+1

10. |1‘0 — Rn‘ < ﬁ QED

UwAGA 3.2 Kazdy nastepny redukt daje lepsze przybliZzenie dla liczby x,

redukt poprzedzajgcy.

Dowodd:

niz



_ PhzpiitPnoa _ Pyh_iantP, o

L. = QnTn+1+Qn—-1" Ry = Qn-1a,+Qn_2
P,z, P, n P, 1Qn—Qn_1P, -H"
2. 20— R, = Tpy1+ 1 P, __ 1Qn—Qn_1 _ (=1)

N Qntnt1tQn-1  @n  (Qnent11Qn)Qn  (@uZni1+Qn)Qn

3. Ap+1 = [l’n+ﬂ > Tn+1 — 1= Ln41 < Ap+1 + 1, 2 < Ap4-2

1

1 _ 1 _
4. Ifm*R”J > T 0@, — @ranan [P el < mrmmranens S
(Qn+1+Qn)Qnt1
5. QnJrl = Qnan+1 + anl > Qn
6. |.’L‘o — Rn+1‘ < ‘.’IJO — Rn| QED

TWIERDZENIE 3.2 (PRAWO NAJLEPSZEGO PRZYBLIZENIA) Jezeli liczba wymierna
L s > 0 przedstawia lepsze przyblizenie liczby xo niZ redikt R,, n > 1, to

s’

mianownik s tej liczby jest wiekszy od mianownika reduktu R,
Dowoédd:
1. (zal.) [z — %] < |20 — Ryl
2. (|zo — Rnl), ey Jest ciagiem malejacym do zera
3. istnieje k € N: |zg — Rg| > |20 — £| > |20 — Rg11
4. ustalmy k£ > n
5. rozwazmy dwa przypadki
1° k parzyste
5.1. 9 — R > 0, g — Ri+1 < 0 wobec punktu 2. dowodu uwagi 3.2.
5.2. z9 — R > |£I70 — §| > Riy1 —xo

5.3. 19 — R > zo9 — % > —(Rg+4+1 — o)
5.4. Ry < % < Ry
2° k nieparzyste
5.1. zg — Ry <0, zg — Rg4+1 > 0 wobec punktu 2. dowodu uwagi 3.2.
5.2. Ry — x> |% — 20| > 20 — Repa
5.3. Ry — w0 > % — 0> —(x0 — Riy1)
5.4. R > g > Ry

6. |5 — Ri| < |Rp — Riq1|

_ _ P Pepn . PeQrii—QuPrya (D!
7. Ry — Rg41 = Qr Qw1 QrQri1 - QrQrir
r 1
8. |§ — Ryl < QrQr+1

9. TQk —sPb, € Z\{O}



9.1. (hip.) rQx — sQr =0
— B _
9.2. I =L =Ry

9.3. |zo — Ri| = |zo — Z| - sprzecznoéé wobec punktu 3.

—sP
10. |2~ Rel = |2 - G| = gl > o4

1 1
11. QrQr+1 > sQk

12, s 2 Q41
13. Qi1 = Qrags1 + Qr—1 > Qk
14. s > Qg

15. s > @, wobec punktu 4. QED

TWIERDZENIE 3.3 Kazda liczba niewymierna daje jedno i tylko jedno rozwiniecie
na ulamek tancuchowy nieskonczony.

UMOWA NOTACYJINA: Niech ag,aq,... oznacza ciag nieskonczony, ag € Z,
a; € N, 1 > 1. Polézmy:

R, =ag + neN

1
a2
Jezeli lim,, ., R, = x, to piszemy:

r=ap+——=—0

al+a2i,_,

Dowodd twierdzenia 3.3:

1. Wystarczy pokazaé, ze jezeli zachodzi rozwiniecie (2), to liczby a, moga
byé wyznaczone wedtug algorytmu z dowodu twierdzenia 2.4.

2. niech z =ag+ —2+—, a0 €%, a; €N, i >1

fl1+a2+

1 ! 1
3. Rn =ao + a;+—A—" R” =a1+ ag+—LA——
u2+---+ﬁ a3+-"+ﬁ

1
4. R,+1 =ap+ N

5. R = L

n Ryp+1—ao
1
6. Rln <ap+ o

1 _
7. R”+1>a0+a1+$

L > 1
8 x/a0+a1+t

9. > q



10. limy, oo Rpt1 =

11. hmn—>oo(Rn+1 — ao) =T — Qg

. ;o
12. limy oo R, =21 = T—as

13. T :al—l—%

T
2+a3+,_,

14. rozumujac analogicznie: x1 > aq
15. z; > 1

1
16. —->1

17. x <apg+1

18. ap <x <ag+1

19. ag = []

1
T1—a1

20. Rozumujac analogicznie znalezlibySmy a; = [z1]. Kladac 2o =
bedziemy mieli rozwiniecie na utamek nieskonczony:
To = as +

1
o —
a3+a4+___

oraz znowu ag = [Ta].
Rozszerzajac indukcyjnie powyzsze rozumowanie na dowolne n € N, ktadac:

mamy a, = [z,]. QED

4 Niewymiernosci stopnia 2; twierdzenie Lagrange’a.
Zachowujemy wszystkie oznaczenia z poprzednich paragraféw.
DEFINICJA 4.1 NIEWYMIERNOSC DRUGIEGO STOPNIA. Niewymiernodciq drugiego

stopnia nazywamy liczbe niewymierng, spelniajgcg rownanie drugiego stopmia o
wspotezynnikach catkowitych. O

TWIERDZENIE 4.1 (LAGRANGE’A) KazZda niewymierno$é drugiego stopnia rozwija
sie na utamek lancuchowy okresowy.

Dowodd:

1. Niech z oznacza liczbe rzeczywista niewymierna, spelniajaca réwnanie:

Az? + Ba+c¢=0,A,B,C €L, A#£0, B> — 4AC > 0

10



10.

11.

12.
13.
14.
15.

16.

17.

18.
19. n >
20.

_ 1 _ Py _ _1 —
T =ao al+—a2i » B = Q. 1= zma P27 Zi—ar

— Pn1zntPn_o S S . .
c T =Gt [a Ry < g |7 R 2| < g Q - (poréwnaj

tez dowdd twierdzenia 3.1.)

-n>2: |C};7n 71‘| < ‘Q’L p x‘ < Qn—QlQn—l
Pr_1 _ Pr_a _ n
Qn: T ngﬁ Qn2  ¥T Gua@uy

el <1l <1

. Zdefiniujmy:

A'n, = AP} 4+ BP, 1Qn 1+ CQ;_,
= ZAPn 1Pn 2+ B( n— lQn 2+ anlpan) + ZCanlQn72
C —AP22+BPn QQH 2+0Qn2

. An2? + Bux, + C,, = 0 wobec punktéw 1., 3.1 7.

. Réwnosé powyzsza nie jest tozsamosciag x,, gdyz A, # 0. Gdyby 4, =

0, to wobec punktu 7. (po podzieleniu pierwszej réwnosci przez Q2 ;)
wynikay, ze R,_1 jest wymiernym pierwiastkiem réwnania z punktu 1.

Prp1=2Qn-1+ ﬁ wobec punktu 5.

An = A( )7+ B@Qn + 5)Qn + CQy = (A2” +
Bz +C)Q2_, + (2Az + B)e +

|An| < |2Az| + |A] 4+ |B| wobec punktéw 1., 6. i faktu, ze @, 1 € N

C,=A,_1, n>1 wobec punktu 7.

|Cn| < |2Az] +|A] = |B]|
Pnfl = -%'anl + ﬁa P an 2 + Q1

BQn l(an 2 + QTI )+ 2CQn lQn72 - Z(Al' + Bz + C)anlan2 +
(2Az + B)(Q" 2e+n) + 2457 wobec punktu 7.

|Bn| < 2(|2Az|+|A|+|B|) wobec punktéw 1., 6. i faktu, ze Qp—2 < Qp—_1
zas Qn—l >1

M = |2Az| + |A| + | B]
2:|An| < M, |By| < 2M, |Cy| < M wobec punktéw 12., 14. 1 18.

An, By, Cy € Z, zatem réznych liczb catkowitych spelniajacych powyzsze
nieréwnosci jest skonczona liczba.

11



21. Skonczona jest tez liczba réznych x,,, dla ktérych spelniona jest réwnosé
z punktu 8.

22. W ciagu wszystkich (xn)neN liczba réznych wartoéci z,, jest skoniczona.

23. \ zpy=uxy
P.a:a>p

24. ap = aq

25. =—1_ 2 =—L1_ zatem x ==
sl T p e, et T g —ay p+1 = g+l

26. s:=q—p

27. Poprzez indukcje otrzymujemy:
Upts = Qp; M2 P
co dowodzi, iz rozwiniecie x na utamek tancuchowy jest okresowe. QED

ALGORYTM 4.1 Rozwazmy rownanie:
Ar?> +2Bx+C =0, A,B,C €Z, NWD(A,B,C) =1, A>0
Kladziemy:
H=|[V/B? - AC], Ey= +A, Fy = TB

obierajgc znak + lub — zaleznie od tego, czy rozwijamy wiekszy, czy tez mniejszy
pierwiastek vwazanego rownania; dalej wyznaczamy liczby an_1, En, Fy, kolejno
ze wzorow:

Fn_1+H D—F}
an—1 = [ﬁ], Fo=an 1By 1 — Fy1, By = B

gdzie D = B2 — AC. Bedzie:

x:ao+ﬁ
e
LEMAT 4.1 [F] = [[ik]}, z€R, keN
Dowodd:
1. (>)
1.1. [2] <z
1.2. Bz
3. (] <3
2. ()

12



k k
2.3. [2] < k[E&] + &
2.4. [2) <k[B]+ k-1
2.5. 2 < [2] +1
2.6. z < k[ + &
2.7. 2 < [E] 41

Dowodd poprawnosci algorytmu:

1. Rozwazmy Ax?+2Bx+C =0, A,B,C € Z, NWD(A,B,C) =1, A >0
2. 0= =B2YD p_B2_AC,D>0

3. x = B%XB

4, Ey :=+£A, Fy:= FB, Gy .= £C

5. v = 2D Ey Fy, Gy € Z, By #0, F§ — EsGo=D >0

6. ag = [x},xl:a::ao—i—;—l

Tomy = gl = B — Eeleolioo o dD)

8. Fy = agEy — Fy, By == 2515, Gy = —E,

10.

11.
12.

. E1 #0, bo /D jest niewymierny

D—(aoEo—Fo)?> _ D—F¢
Eq ~  Ep

E1 = - G%FO + 2a0F0 = _GO - a%Eo + Q(LQF()

vy =B2D B\ F,Gy €L, F} — EiGy = D

Ogodlnie, rozumujac indukcyjnie, jesli zalozymy, ze przy pewnym n zachodza
wzory:

FT%*EnGn :D, Tn = an—:/ﬁ’ EnaFnaGn € Za En #0
to wyznaczajac ze wzorow:

2
D_Fn+1

n

Up = [xn]a Fn+1 = ank, — Fy, En+1 = > Gn—i—l::—En

bedziemy mieli:

2 Fni1+VD
Fipn = En1Gnyr = D, 2npy = 52— Eny1, Fugr, G € 2,

En+1 7ﬂé 0
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13. a, = [E£YD]

F,+ \/B}

14. z lematu: a, = [~

15. H := [V/D]
16. a, = [F£2] QED
UMOWA NOTACYJNA: Rozwiniecie (2) piszemy:

= (ap,a1,02, .., 0p—1,8p, - -, Gpts—1)

piszac kreske nad wyrazami tworzacymi okres.

PRZYKEAD 4.1 922 — 62 —1=10
H=[V18 =4, Ey =9, F; =3
ap=[32=0,F1=0-9-3=-3 F =82=1
_ 793+4 _ _ _ _18—16 __
al—[T]—l,FQ—l'1+3—4,E2— I.l =2
ag =[] =4, F3=4-2-4=4, B3 =18516
a3 =[] =8, F;=8-1-4=4, B, =186 —2
Jest wiec:

[=]

r=(0,1,4,8)Q

TWIERDZENIE 4.2 (ODWROTNE DO TWIERDZENIA LAGRANGE’A) KaZdy ulamek
tanicuchowy moze byé wyrazony jako rozwiniecie pewnej niewymierno$ci drugiego
stopnia.

Dowodd:

1. (przypadek, kiedy uwazany ulamek daje okres czysty)

-1
1.1. ag + a1+a2~1+---

1.2. istnieje s E N : apys = an, n € {0,1,2,...}
1.3. R, :=a¢p+ a%

1+02+---+$

_ P aR,+Ps o
T Qs 1RuHQs 2

1
14. Ry4s:=ap+ o T
agt i tag 1+ p-

UWAGA: Zalézmy, ze R, — x
1.5. z:=lim,,_. R,
1.6. x> 0,bo ag=as €N

1.7. z = lim, 0o Ry, = limy, 0o Ryys

_ P, 1z+Ps o
1.8. z = Qs12+Qs_2

1.9. z jest dodatnim pierwiastkiem rownania:

Qs—lIQ + (QS—Q - Ps—l)m —P;_>,=0
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1.10. Drugi pierwiastek 2’ jest ujemny, gdyz Qs_1 i —Ps_o sg przeciwnych
znakéw.

Pokazemy, ze dodatni pierwiastek rownania z punktu 1.9. daje rozwiniecie
na utamek lancuchowy z punktu 1.1.

1 1

1.11. = = a —_—T = =
0 + a1+a +...+(11 + 4L 0 + a1+a 4eda +1+
2 s—1t7 2 T ——
1
ag + — E—
a1+02+---+“2371+%
1.12. Ogdlnie: x = ag + L
at—L——
agtrtags 1ty
_ Prs1x+Prs o
1.13. z = Qrs—1T+Qrs—2
_ | Prs—12+Prs—2  Prs—1| _ 1
1.14. |J} Rks*l‘ - |ka,1z+ka,2 ka—2| - |(Qk5—1Z+ka—2)ka—1|

1.15. |z — Rys—1| < € dla dostatecznie duzych k, powiedzmy &k > u

1.16. A V k>porazks—1>n
neN keN
1.17. € = apy1 + —

a +
n+2 an+3+_..+ﬁ

P, n—
1.19. £>1
_ 1 1
1.20. |Bgs—1 = Bn| = grerg.na, < @
1.21. |z~ Ry| <2 — Rps-1| + |Ris—1 — Rs| < gz + ¢
2. (przypadek, gdy ulamek jest okresowy o okresie nieczystym, rozpoczynajacym
sie od ay)

2.1. ag + ﬁ

i
2.2, a; + ma okres czyst
k ak+1+ak+;+'-- ysty
2.3. R :=ay + L ;
n ak+1+m+_

2.4, £ :=lim, . R},

2.5. £ jest pierwiastkiem dodatnim pewnego réwnania stopnia 2 o wspolczynnikach

calkowitych;
AL +BE+C =0
2.6. R, =ao+ !
n—=k
2.7. Ry = =t flucst Do

T Qr-1R, +Qk-2

. —p— Da1ltPuoo
2.8. limy oo Ry =2 = 5 =550,
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2.9. (Qro17 — Pyr_1) = P2 — Qg_aw
2.10. Qp 12 — Py 1 #0

2.10.1. (hip.) Qx—12 — Px—1 =0

2.10.2. Py s — Qp_ox =0

Pr_1 _ Py_o .z
2.10.3. Or—1 = 0., - Sbrzecznosc

2.11. ¢ = phe2-Chot

Qr_12—Pr_1
2.12. A(Pk—Qz — Qk—27)? + B(Py—2 — Q—27)(Qr-17 — Py—1) + C(Qr—17 —
Pi1)? =0

2.13. Réwnanie powyzsze nie jest tozsamoscia x
2.13.1. (hip.) wspoétezynnik przy z? jest 0
2.10.2. AQ?_, — BQy-1Qr—2 + CQ3%_, = 0 - sprzecznoéé

2.14. DowiedliSmy wiec, ze liczba x spelnia pewne réwnanie o wspotczynnikach
catkowitych, a poniewaz x = lim,_.,, wiec z jest wartoscia utamka
lancuchowego z punktu 2.1. QED

UWAGA 4.1 Punkty 1.5. - 1.9. dowodu powyzszego twierdzenia dajg praktyczng
metode wyznaczania wartosci ulamka tancuchowego o okreste czystym. Przykiadowo
chcemy znaleZé wartosé utamka o o rozwinieciu:

— 1
a+b++

a+b+1”_

Mamy:
§=2, P o=Py=a,Qs—2=0Qo=1,Ps1=Pr=ab+1,Qs—1=0Q1=0
I otrzymujemy rownanie:
br? —abz —a=0
ktore posiada pierwiastek dodatni:
o= ab+\/W

Na przyklad dla a =2 i b =1 mamy:

71 =
2+ 1+_2+11+1m 1+\/§

Skqd w szczegolnosci:

\/5: (]-a]-v?)
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