ROZDZIAL 1
Porzadki, waluacje i ciata rzeczywiste

1. Ciata i pier’scienie uporzadkowane
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka.

1.1. DEFINICJA. Zbior T' C A nazywamy pre-porzadkiem pierscienia A, gdy:
(1) /\t1,t2€T th+teT,
(2) Aiytperts - t2 €T,
(3) /\aeA CL2 € T

1.2. PRZYKLADY. (a) Rozwazmy pierScien Z. Wowczas zbior T = {a € Z : a > 0} jest
pre-porzadkiem.

(b) Rozwazmy pierscien R. Wowczas zbiér T'= {a € R : a > 0} jest pre-porzadkiem.

(c) Rozwazmy dowolny pierscienn A. Wowczas zbior T =Y. A> = {3 a? :n € N,q; € A}
wszystkich sum kwadratéow pierscienia A jest pre-porzadkiem. Jest to takze podgrupa grupy
element6w odwracalnych U(A) pierécienia A - nazywamy ja grupa sum kwadratow.

Istotnie, bez trudu sprawdzamy, ze 3 A? jest pre-porzadkiem. Aby przekonaé sie, ze jest
podgrupa U(A) ustalmy a,b € 3 A? i zauwazmy, ze ab™! = abb™ 10~ = ab(b~1)? € 3 A%

1.3. UWAGA. Niech {P; : i € I} bedzie rodzina pre-porzadkéw pierscienia A. Wowczas
Nicr P jest pre-porzadkiem.

Dowdd jest bardzo prosty i go tu pomijamy. W Swietle powyzszej uwagi ma sens ponizsza
definicja.

1.4. DEFINICJA. (a) Najmniejszy pre-porzadek zawierajacy dany zbiér S C A nazywamy
pre-porzadkiem generowanym przez S i oznaczamy Y A?[S].

(b) Najmniejszy pre-porzadek zawierajacy dany zbior S C A i pre-porzadek T' nazywamy
pre-porzadkiem generowanym przez S nad T i oznaczamy T[S].

1.5. UWAGA. Niech T bedzie pre-porzadkiem, S = {g1,... ,gs} C A dowolnym zbiorem.
Wowczas:

(i) T[S] = {Z(el,...,es)E{O,l}s Ler,. es) grt gl e, es) € T},
(11) ZAQ[S] = {Z(el,..‘,es)e{o,l}s O(eq,....es) * gfl I ggs S O0(eq,... ,e5) € ZAQ}

D ow 6d. (i) Oznaczmy:
A ={ > terres) " 91 o 92 1ty o) € T
(61,... ,es)e{O,l}S
Bez trudu sprawdzamy, ze A; jest pre-porzadkiem pierscienia A, wystarczy wiec pokazaé, ze
Ay = TIS]. Inkluzja (D) jest oczywista, a w celu wykazania inkluzji przeciwnej (C), ustalmy
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2 1. PORZADKI, WALUACJE I CIALA RZECZYWISTE

e e)ef01)5 Lerrea) 91 - - - gs® € Ay, Aby pokazaé, ze element ten nalezy do T'[S] wystarczy
sprawdzi¢, ze dla wszystkich (eq, ... ,es) € {0,1}® do T'[S] nalezg elementy t(c, . c.) 91" ... g
- a jest tak w istocie, gdyz dla ustalonego (e1,... ,es) € {0,1}° element ¢¢, . oy 97" ... g%
jest iloczynem elementow z T'[S].

(ii) Dowdd tej czesci twierdzenia wynika bezposrednio z czesci (i). O

1.6. DEFINICJA. Zbior P C A nazywamy porzadkiem pierscienia A, gdy:
(1) ApipoepPr +p2 € P,

(2) ApypoepP1-p2 € P,

(3) Ngqeaa € PV —a € P,

(4) PN —P jest idealem pierwszym, gdzie —P = {a € A: —a € P}.
Ponadto ideal P N —P nazywamy no$nikiem porzadku.

1.7. PRZYKLADY. (a) Podobnie jak dla pre-porzadkéw, zbiér P = {a € Z : a > 0} jest
porzadkiem w pierscieniu Z, a zbiér P = {a € R: a > 0} - porzadkiem w R.

(b) Rozwazmy pierécienn R[X] wielomiandw rzeczywistych. Zbiér P = {ag + a1 X + ... +
a, X" € R[X] : a, > 0} jest porzadkiem w tym pierscieniu.

(¢) Rozwazmy dowolny pierécien catkowity A z porzadkiem P iniech (A) bedzie jego ciatem
utamkéw. Woéwcezas zbior P = {§ € (A) : a-b € P} jest porzadkiem w ciele (A).

Pojecie ciata uporzadkowanego wprowadzit w 1898 roku D. Hilbert w zwigzku z badaniami
podstaw geometrii. Teorie te rozwineli - wraz z podaniem gtéownych twierdzen o pierécieniach
i ciatach uporzadkowanych - E. Artin i O. Schreier i dwoch klasycznych pracach z 1927 roku
(por. [2] i [3])

1.8. OzNACZENIA. Dla ustalonego porzadku P pierscienia A oznaczamy:

(1) a>pb,gdya—be P,

(2) a=pb,gdya>,bib>pa,

(3) a>pb, gdy ~b>pa.

dto jezeli T' C A jest pre-porzadkiem, to oznaczmy:

Xr={P C A: P jest porzadkiem i T C P}.

1.9. UWAGA. Zatézmy, ze F jest ciatem, a P jego porzadkiem. Wéwczas dla a,b € F
a =p b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

D o w 6 d. Inkluzja (<) jest oczywista, a dla dowodu inkluzji (=) zat6zmy, ze dla pewnych
a,b€ F,a=pb Wowczasa—b € Pib—a € P,wieca—b € PN —P. Ale PN —P jest
ideatem pierwszym, a F jest ciatem, skad P N —P = {0}. O

1.10. UwWAGA. Niech F bedzie cialem. Relacja >C F x F' jest relacjg liniowego porzadku,
tj.
() (
(ii) (antysymetria) Agpepa =bAb>a = a =0,
(iii) (przechodniod¢) A,peerpa =>bAb>c=a>c,
) (spOjnos¢) Nypera=>bVb=>aVa=Db,

zZwrotnosé) Aeepa = a,
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ktora ponadto spetnia warunki:

(v) (zgodnos¢ z dodawaniem) A,pcrpa > b=a+c>b+c,

(vi) (zgodno$¢ z mnozeniem) A, per Apseso@ > b= a-c > b-c, wtedy i tylko wtedy, gdy
zbiér P ={a € F : a > 0} jest porzadkiem.

D o w 6 d. Dowdd implikacji (<) sprowadza si¢ do serii nietrudnych rachunkéw. Podobnie
wynikanie (=) jest proste w dowodzie - dla przyktadu pokazemy, ze PN —P = {0}.

Aby sprawdzi¢ prawdziwosé inkluzji (D) zauwazmy, ze 0 > 01 —0 = 0 > 0, wiec 0 € PN—P.
Na odwr6t, aby pokazaé zawieranie (C) ustalmy a € PN —P i przypusémy, ze a # 0. Woéwcezas
a>01i—a>0,skad 0> a. Zatem a = 0, co jest sprzecznos$cia. O

1.11. DEFINICJA. Zbior wszystkich porzadkéw pierscienia A oznaczamy Spec g(A). W
zbiorze tym wprowadzamy topologi¢ przez zbiory podbazowe:

U(a) ={P € Specr(A):a>p 0}, acA.

Tak skonstruowana przestrzen topologiczna nazywamy spektrum rzeczywistym pierscienia

A.

1.12. PrzZYKEAD. Rozwazmy pierscien R[Xy,...,X,] i jego spektrum rzeczywiste. W
przestrzen Spec g(R[X7,...,X,]) naturalnie zanurza sie przestrzen R™; istotnie, bez trudu
sprawdzamy, ze odwzorowanie % : R™ — Spec g(R[X1, ... , X,,]) dane wzorem:

(w1, xn) ={f eRXy,. ..., X]: fl1,... ,2,) =0}

jest dobrze okreslona ciggta injekcja. Opis wszystkich elementéw przestrzeni Spec g(R[ X7, ... , X,])
jest na og6t dosy¢ skomplikowany - stosunkowo prosty jest jedynie przypadek n = 1.

1.13. UwWAGA. Porzadki w pierscieniu A sg we wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci
z parami (I, P'), gdzie I jest idealem pierwszym pierscienia A, zas P’ jest porzadkiem w ciele
utamkéw (A/I). Dokladniej, réwnolicznosé ustala odwzorowanie dane wzorem:
a+PN—-P

o) =PN=-Pipn—p

€e(A/PN—=P):a-be P}).

Dowod sprowadza si¢ do prostego sprawdzenia niezbednych warunkéw i zostanie przez nas
pominiety.
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ROZDZIAY, 2
Wybrane techniki specjalizacji

2. Twierdzenie Langa o homomorfizmie

2.1. TWIERDZENIE LANGA O HOMOMORFIZMIE. Niech K bedzie cialem i niech K C
K(xy,...,x,) bedzie jego skoricznie generowanym rozszerzeniem. Niech K (xq,... ,x,) bedzie
ciatlem uporzadkowanym (w szczegélnosci K réwniez jest uporzadkowane), a R rzeczywistym
domknieciem ciala K indukujacym w ciatach K i K(x1,...,x,) to samo uporzadkowanie.
Woéwezas istnieje K-zanurzenie ¢ @ K(xy,... ,x,) — R.

Dowdd. —0000 PoTeM OOoo—
O

2.2. WNIOSEK (ZASADA TRANSFEROWA TARSKIEGO). Niech K bedzie cialem uporzadkowanym,
niech R bedzie cialem rzeczywiscie domknietym takim, ze R C K. Niech ponadto (x1, ... ,x,) €
K™ bedzie rozwiazaniem pewnego skonczonego uktadu réownan i nieréwnosci algebraicznych

o wspoélezynnikach z ciata R. Wéwczas istnieje rozwiazanie (yi,...,y,) € R" tego samego
uktadu.

Dowdd. —0000 PoTeM OOoo-
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ROZDZIAL 3
Teoria dodatnich wartosci wielomianéw

W rozdziale tym podamy kilka z ogélnej klasy twierdzen zwanych ,positivstellensatze” .
Bardzo niedoskonata préba przettumaczenia tego zwrotu to wtadnie tytut ninejszego rozdziatu.
Punktem wyjécia do naszych rozwazan bedzie jedna z wersji twierdzenia Stengle’a z 1974
roku. Jest to pierwsze z ostawionych ,positivstellensatz” - analogonéw twierdzenia Hilberta o
zerach z 1893 roku. Przypomnijmy, ze twierdzenie Hilberta o zerach - nullstellensatz” - podaje
warunki konieczne i dostateczne na to, aby wielomian o wspotezynnikach z ciata algebraicznie
domknietego byl wielomianem zerujacym sie na pewnym zbiorze algebraicznym. Twierdzenie
Stengle’a ideowo jest bardzo podobne - podaje warunki na to, jaki powinien by¢ wielomian o
wspotezynnikach z ciata rzeczywiscie domknietego, przyjmujacy wartosci nieujemne na pewnym
zbiorze semialgebraicznym.

Twierdzenie Stengla udowodnimy w pelnej ogélnosci dla dowolnych pierscieni z porzadkiem.
Wersje o ktorej mowa powyzej dostaniemy jako wniosek, przy czym w dowodzie tego wniosku
istotng role bedzie grata zasada transferowa Tarskiego. Podamy nastepnie twierdzenie Kadisona
- Dubois z roku 1967 i wykorzystamy je do dowodu twierdzenia Schmiidgena z 1991 roku -
pieknego uproszczenia twierdzenia Stengle’a w przypadku, gdy rozwazany zbiér semialgebraiczny
jest zwarty. Jako wniosek konicowy tego rozdzialu rozwiazemy pewien problem z pogranicza
fizyki matematycznej i analizy funkcjonalnej, wiazacy sie z definiowaniem momentu bezwtadnosci
bryty sztywne;j.

3. Ogdlny positivstellensatz Stengle’a

Podamy zapowiadang wczesniej ogdlna wersje twierdzenia Stengle’a. Prezentowany dowdd
pochodzi z ksiazki Marshalla [12], inne uogélnienia znalezé mozna w [1], a takze w klasycznej
ksiazce Bochnaka, Coste’y i Roya [5] czy tez Lama [11].

W calym tym rozdziale zaktadamy, ze A jest pierscieniem przemiennym z jedynka.

3.1. TWIERDZENIE (OGOLNY POSITIVSTELLENSATZ STENGLE’A). Niech T bedzie pre-
porzadkiem w pierscieniu A, niech a € A. Wowczas:
(i) @ >p0dla P e Xr wtw. gdy V, serpa =1+q,
(ii) @ >p 0 dla P € Xy wtw. gdy Vpger Vimen Pa = @™ +q,
(iii) @ =p 0 dla P € Xp wtw. gdy Vpen —0*™ € T.

Dowdéd porzedzimy lematem:

3.2. LEMAT. Niech P bedzie maksymalnym pre-porzadkiem pierscienia A takim, ze —1 ¢
P. Wowezas P jest porzadkiem.
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D o w 6 d. Poniewaz P jest pre-porzadkiem, wiec jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie
i mnozenie. Pokazemy wiec, ze dla wszelkich a € A zachodzi warunek a € P lub —a € P.
Istotnie, ustalmy a € A i przypusémy dla dowodu nie wprost, ze a ¢ P i —a ¢ P. Rozwazmy
pre-porzadki P[{a}] = {p1 + p2a : p1,p2 € P} oraz P[{—a}] = {p1 — paa : p1,p2 € P}.
Oczywiscie P C P[{a}] i P € P[{—a}] i poniewaz P jest maksymalnym pre-porzadkiem nie
zawierajacym —1, wiec —1 € P[{a}] oraz —1 € P[{—a}]. Zatem dla pewnych py, p2, q1, 2 € P:

—1l=pi+pa, —1=q —qa

skad —psa =1+ p; i gga = 1 + q1, co po pomnozeniu stronami daje:

—pagea® = (1+p))(1+q) =1+pi +q +piqr.

Wobec tego —1 = p1 + q1 + p1q1 + p2qea® € P, jako suma elementéw z P, co daje sprzecznosé.

Pokazemy, ze P N —P jest idealem pierwszym. Sprawdzenie, ze jest to ideal nie nastrecza
trudnosci - dla przyktadu zobaczmy, ze jest to podgrupa grupy addytywnej pierscienia; faktycznie,
dla ustalonych p;,ps € PN —P mamy, ze p; € P, —p; € P, po € P oraz —py € P, a zatem
p1 — p2 € P oraz —p; + po € P. Podobnie sprawdzamy, ze dowolny element pierscienia A
przemnozony przez element z P N —P staje sie elementem P N —P. Aby sprawdzié, ze jest
to ideal pierwszy, ustalmy a,b € A i zatézmy, ze ab € P N —P. Przypusémy, ze a ¢ PN —P
ib¢ PN —P. Mozemy bez straty ogdlnosci zatozyé¢ (zastepujac ewentualnie a przez —a i b
przez —b), ze a ¢ P oraz b ¢ P. Rozwazmy pre-porzadki P[{a}] = {p1 + p2a : p1,ps € P} oraz
P[{b}] = {p1 + p2b : p1,p2 € P}. Oczywiscie P C P[{a}] i P C P[{b}], wiec —1 € P[{a}] oraz
—1 € P[{b}], czyli dla pewnych py, ps, q1, G2 € P:

—1l=pi+pa, —-1=q+qb
skad poa = —1 — py i b = —1 — q1, co po pomnozeniu stronami daje:
paqeab = (1+p))(1+q) =1+pi+ @ +pigr-

Wobec tego —1 = p1 4+ q1 +p1g1 — p2g2a® € P, gdyz pi1, q1, p1u, p2ge € P oraz —ab € P, co daje
Sprzecznosc. O

Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia Stengle’a.

D o w 6 d. Zacznijmy od czesci (i). Dowdd implikacji (<) jest w kazdym przypadku bardzo
prosty - przeprowadzimy go tylko dla czesci (i). Zatézmy wiec, ze dla a € Aidla p,q € T,
pa = 1+ q. Przypusémy wiec, iz nie jest prawda, ze a >p 0 dla wszystkich P € Xp, czyli ze
—a >p 0, lub - inaczej mowiac - —a € P dla pewnego P € Xp. Wobec tego —1 = ¢ — pa € P,
skad wynika, ze P = A; istotnie, inkluzja (C) jest zawsze prawdziwa, a dla dowodu inkluzji
(D) ustalmy a € A i zauwazmy, ze wtedy a € P lub —a € P, przy czym z drugiego przypadku
dostajemy, ze rowniez a = (—1)(—a) € P. Dostalidmy wiec sprzeczno$é z definicja porzadku.

Aby udowodni¢ wynikanie (=) zalézmy, ze @ >p 0 dla P € Xp. Przypusémy, ze dla
wszelkich p,q € T pa # 1+ q, czyli =1 # g — pa. Oznacza to, ze —1 # {q¢ — pa : p,q €
T} = T[{—a}]. Wobec lematu 3.2 istnieje porzadek P pierscienia A taki, ze T[{—a}] C P.
W szczegblnosci T C P, wiec P € Xp. Ale z konstrukeji P wynika, ze —a € P, co daje

sprzecznosé.
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Udowodnimy teraz implikacje (=) w punkcie (ii). Zalézmy, ze a >p 0 dla P € Xp.
Rozwazmy zbiér S = {a™ : n > 0}. Oczywiscie S jest zbiorem multyplikatywnym, mozemy
wiec rozpatrywaé pierdcien utamkéw ST'A. Niech T} = {45 : t € T,m > 0}. Bez trudu
sprawdzamy, ze zbiér T jest pre-porzadkiem. Zauwazmy tez, ze —1 ¢ Ti; istotnie, gdyby
—1= _Tl € T),to —1 €T C P, co, podobnie jak przez chwila, doprowadzitoby nas do réwnosci
P = A. Tak wiec wobec lematu 3.2 istnieje porzadek P, pierécienia S™'A taki, ze T} C Pj.
Niech Py ={be A: % € P }. Bez trudu sprawdzamy, ze jest to porzadek w pierscieniu A oraz

a
1
a 0 4 : ) 0 : 0 a . | 0 1 a 1

{ 2p, 1, Przypusémy wigc, ze § =p, 7, czyli T >p, §. Zauwazmy, ze © >p, 7,bo - = {5 € Py.
Zatem % % >p - %, czyli % >p, %, skad ’Tl >p, %, a zatem %1 € Py, czyli —1 € Py, co -

podobnie jak wczesniej - doprowadza nas do sprzecznosci.

T C Fy. Zatem Py € Xp i wobec zalozenia a >p, 0. Pokazemy jednak, ze ¢ >p, %; oczywiscie

Wobec udowodnionego juz punktu (i) zastosowanego do pierécienia S~ A z porzadkiem Py,

istnieja p, q; € T takie, ze pi§ = %4— qy- Niech py = £, @) = s p,qn € T, my,my € N
Mnozac otrzymany zwigzek przez a™, gdzie m = my - ms i kladac p = p1a®™2, ¢ = qa®™,
dostajemy teze.

Dla dowodu implikacji (=) punktu (iii) zatézmy, ze a =p 0 dla P € Xr, czyli ze a >p 0
i —a>p 0dla P e Xr. Wobec udowodnionego juz punktu (ii), istnieja p1, g1, p2, g2 € T oraz
my, mo € N takie, ze:

pa=a" +q, —pa=a"+q
skad po pomnozeniu stronami:

2(m1 +m2) + a2m1

—pipea® = a g+ a*™q + g

czyli ktadac m = my 4+ my dostajemy, ze —a®™ = pipea® + a®™qp + a®*™2q, + g € T O

Jako wniosek z powyzszego ogélnego twierdzenia dostajemy twierdzenie Stengle’a w wersji

udowodnionej po raz pierwszy w 1974 roku w pracy [14]:

3.3. WNIOSEK (KLASYCZNY POSITIVSTELLENSATZ STENGLE’A). Rozwazmy pierscien
R[X1,...,X,] i niech S = {q1,...,9s} C R[Xy,...,X,]. Niech K = {(x1,...,2,) € R" :
gi(x1,...,xy,) > 0,9; € S} bedzie zbiorem semialgebraicznym zwiazanym ze zbiorem S, a
T = Y R[Xy,...,X,]*[S] pre-porzadkiem generowanym przez S. Niech a € R[X,... , X,].
Wéwezas:

(i) a(zy,...,2n) >0dla (z1,... ,2,) € K wtw. gdy V), serpa =1+ ¢,
(ii) a(zy,...,xy) > 0dla (z1,... ,2,) € K wtw. gdy Vpger Vimenpa = a*™ +q,

(iii) a(zy,...,2,) =0dla (z1,...,2,) € K wtw. gdy /ey —a*™ € T.

Do dowodu potrzebny bedzie nam nast¢pujacy lemat:

3.4. LEMAT. Niech P bedzie porzadkiem w pierscieniu A. W ciele utamkéw (A/P N —P)
zbior

a+PN—-P
=G Pa—p
jest porzadkiem. Porzadek ten indukuje porzadek P.

cab e P}
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D o w 6 d. Sprawdzenie, ze P; jest porzadkiem nie sprawia najmniejszych trudnosci, wiec
je pomijamy. Aby przekonaé sie, ze porzadek P; indukuje porzadek P rozwazmy nastepujaca
wieze zanurzen:
AL A/PA—P S (AJPN—P)

gdzie k(a) = a+ PN —Pi¢(a+ PN—P) = 4L0=L Oczywiscie ¢(r(A)) < (A/P N —P), tak

wiec jezeli (1111132:113 €P,toa-1=acP. O

Przystepujemy do dowodu wniosku 3.3.

D o w 6 d. Podobnie jak w ogdlnej wersji twierdzenia, implikacje (<) sa trywialne, pozostawimy
je wiec bez dowodu. Aby udowodni¢ wszystkie wynikania przeciwne zauwazmy, ze wystarczy
pokazaé, iz jesli a(xq,...,x,) > 0 dla (zq,...,2,) € K, to a >2p 0 dla P € Xy. W tym
celu zatézmy, ze a(xy,... ,x,) > 0 dla (zq,...,2,) € K i przypusémy, ze istnieje porzadek
P € Xp taki, ze ~ a >p 0, czyli ze a ¢ P. Wobec lematu 3.4 istnieje porzadek P; w ciele
F = R[Xy,...,X,]/PN—P). Rozwazmy wiez¢ zanurzen:

R — R[X),...,X,] = R[X,,... ,X,]/PN—P — F.

Widzimy, ze F' jest rozszerzeniem ciata R i skoro R jest rzeczywisci domkniete, to ma jedyne

uporzadkowanie. Jest to wiec uporzadkowanie indukowane z pierscienia R[ X7, ... , X,], a zatem
i z ciala F. Pokazemy, ze istnieje punkt (xi,...,z,) € F™ taki, ze g;(z1,...,2,) > 01
a(xy,...,x,) <O0.

Faktycznie, rozwazmy punkt (xy, ... ,z,), gdzie z; = %. Zauwazmy, ze dla ustalonego

g €S, 9(Xq,...,X,) = Zbel...Xﬁ", mamy:

X, +PNn-P X, +PNn-P g:i(Xy,..., X))+ PN=P
i coan) =Y (e ) (R ke ’ d P,
gilwr o) =2 M ) (e ) 1+ PN—P €41
poniewaz ¢g; € S C T C P. Podobnie a(xl,...,xn):f(Xl"l‘;r’;fg)fPPm_PgéPl,boagéP.

V

Wobec zasady transferowej Tarskiego, istnieje punkt (y1, ... ,y,) € R™ taki, ze ¢;(y1, ... , Yn)
0ia(yr,...,yn) <0, co doprowadza nas do sprzecznosci. O

Jako szczeg6lny przypadek otrzymanego twierdzenia dostajemy rozwiazanie 17-tego problemu
Hilberta.

3.5. WNIOSEK (17-TY PROBLEM HILBERTA). Rozwazmy pierscienit R[ Xy, ... , X,] i niech
a € R[Xy,...,X,]. Wowczas a(xq,... ,x,) > 0dla (z1,...,2,) € R" wtedy i tylko wtedy, gdy
a€SR(Xy,. .., X%

D o w 6 d. Implikacja (<) jest oczywista, a dla dowodu wnioskowania odwrotnego zatézmy,
ze a(xy,...,x,) > 0dla (xq1,...,2,) € R". Wobec wniosku 3.3 zastosowanego dla S = ()
otrzymujemy K = R" i T = Y R[X,..., X,]%. Zatem istnieja p,q € T oraz m € N takie, ze
pf = f?™ 4 q. Stad, gdy f #0,to p # 01i g # 0 oraz:

1 m 1 m
f= §(f2 +4q) = (5)2p(f2 +q) €Y R(Xy,..., X,)%
Gdy f =0, to twierdzenie jest oczywiste. |
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Jako kolejny - ostatni juz - wniosek, dostajemy twierdzenie zwane ,rzeczywistym nullstellensatz”,
udowodnione po raz pierwszy przez Dubois w roku 1969 (por. [7]) i Rislera w 1970

3.6. WNIOSEK (RZECZYWISTY NULLSTELLENSATZ DUBOIS - RISLERA). Rozwazmy pierscieri
R[Xy,...,X,] i niech S = {g1,...,9s} C R[Xy,...,X,]. Niech Z = {(x1,...,2,) € R" :
gi(z1,... ,x,) = 0,g; € S} bedzie zbiorem algebraicznym zwiazanym ze zbiorem S, a I =<
g1, .. ,9gs > ideatlem generowanym przez zbior S. Niecha € R[ X1, ... , X,,|. Wowcezas a(xq, ... ,x,) =
0 dla (zy,... ,7,) € Z wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja o € S R[X1,... ,X,]? i m € N takie,

zea® —og e l.

D o w 6 d. Dowdd implikacji (<) jest prosty i go tu opuscimy. Dla dowodu wynikania
przeciwnego zatézmy, ze a(zy,...,x,) = 0 dla (xq,...,2,) € Z. Wobec czesci (iii) wniosku
3.3 zastosowanej dla S U —S otrzymujemy K = 7 i

T=>R[Xy,..., X [SY -Sl={oc+7:0€) RXy,... , X, ]’ 7 €I},

a zatem istnieje m € N oraz ¢ € S R[Xy,...,X,])? i 7 € I takie, ze —a®™ = o + 7, skad
a?m+o=—-7¢cl. O

4. Przestrzen topologiczna homomorfizméw

W nastepnych trzech paragrafach przygotujemy teren pod dowdd zapowiadanego twierdzenia
Kadisona - Dubois. Bedziemy odtad zaktadaé, ze A jest pierscieniem przemiennym z jedynka
oraz Q C A.

4.1. OzZNACZENIA. Poczawszy od tego paragrafu przez y oznaczaé bedziemy zbiér wszystkich
homomorfizmoéw pierscienia A w pierscien R. Ponadto dla ustalonego a € A bedziemy rozwazac
homomortfizm a : x — R zdefiniowany wzorem:

a(¢) = ¢(a).
4.2. DEFINICJA. Przestrzenig topologiczng homomorfizméw nazywamy przestrzen
X z topologia wprowadzona przez rodzine {a : a € A} (przy zwyklej topologii w R).

4.3. UWAGA. Zbiory:
U@) ={¢€x:a(¢) >0} =a'((0,+0)), a€A
tworza podbaze w topologii przestrzeni .

Dowdd tej uwagi wynika bezposrednio z definicji podbazy i okreslenia zbiorow otwartych
w topologii wprowadzanej przez rodzine odwzorowan (por. [8]). Podamy natomiast dowdd
nastepujacej uwagi, wigzacej przestrzen topologiczng x ze spektrum rzeczywistym pierscienia

A.

4.4. UWAGA. Topologia przestrzeni x pokrywa sie z topologia indukowana z przestrzeni
Spec g(A) przez odwzorowanie @ : y — Spec g(A) dane wzorem:

O(¢) = Py,
gdzie P, = ¢~ 1(RT).
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D o w 6 d. Bez wigkszych trudnosci sprawdzamy, ze dla ustalonego ¢ € x zbidr P, jest
porzadkiem w A o no$niku réwnym ker ¢. Wobec uwagi 4.3 i sposobu wprowadzania topologii
w spektrum rzeczywistym, wystarczy sprawdzié¢, ze dla ustalonego a € A zachodzi zwigzek
U(a) = @' (U(a)), czyli a(¢) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a >p, 0, dla ¢ € .

[sotnie, ustalmy ¢ € x i zauwazmy, ze a(¢) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(a) > 0 lub
inaczej a € ¢~ 1(RT) = P,. Pozostaje wiec sprawdzié, ze jesli Py = Py, to ¢ = 1. Zalézmy
wiec, ze ¢ # 1, czyli ze dla pewnego a € A zachodzi - na przyklad - ¢(a) < ¥(a). Woéwcezas
dla pewnego r € Q mamy ¢(a) <r < ¢(a), skad a —r ¢ P,, ale a —r € P, O

4.5. UWAGA. Odwzorowanie ¥ : A — C(x,R) dane wzorem
U(a)=a
jest homomorfizmem pierscieni.
Dowdd sprowadza sie do prostych rachunkéw, wiec go pominiemy. Jak sie wydaje, szczegdlnie

interesujacy jest przypadek, gdy w roli pierécienia A wystepuje pierécien wielomiandéw rzeczywistych.
Woweczas topologia przestrzeni y ma bardzo czytelny opis, ktéry postaramy sie teraz przyblizy¢.

4.6. UWAGA. Odwzorowanie I' : Hom (R[X1,... , X,],R) — R" dane wzorem

jest izomorfizmem pierscieni.

D o w 6 d. Faktycznie, bez trudu sprawdzamy, ze jest to homomorfizm, oczywiste jest
rowniez to, iz jest to surjekcja. Aby przekonac sie, ze mamy do czynienia z injekcjg zauwazmy, ze
jedynym automorfizmem ciala R jest identycznosé, skad dowolny homomorfizm ¢ : R[ X3, ... , X,| —
R zaciesniony do R jest identycznoscia. Tak wiec oznaczajac x; = ¢(Xi),... ,x, = ¢(X,)
mamy dla dowolnego a(Xy,. .., X,) = S bXI ... XFn:

¢la) =D b(o(X01))" .. (&(Xn))* =D bat ..y = alwy, ..., 2,)
skad oczywiscie wynika réznowartosciowosc. |

4.7. PrRzYKrAD. Topologia w przestrzeni Hom (R[X1,... , X,],R) (izomorficznej z R")

pokrywa sie z normalng topologia produktows przestrzeni R". Faktycznie, jak widzieliSmy w
dowodzie poprzedniej uwagi, dla a € R[X;,...,X,] i ¢ € Hom (R[X,...,X,],R):

a(9) = ¢(a) = a(dp(Xy), ..., o(Xn)),
a zatem jest to najstabsza topologia w ktorej funkcje wielomianowe (w szczegélnosei - rzutowania)

sg ciagte, czyli zwykta topologia w R".

5. Zbiory pre-pierwsze i archimedesowe
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka takim, ze Q C A.

5.1. DEFINICJA. Zbiorem pre-pierwszym nazywamy taki zbior T C A, ze:
(1) /\t1,t2€T th+1l2 € T7
(2) /\tl,tZGT ti-t2 €T,
3) Qt CT.
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Zbior S C A nazywamy zbiorem archimedesowym, jezeli

/\ \/ainES.

a€A neN

Zbiér T' C A nazywamy zbiorem generujacym, jezeli

ANV a=ti—1t

a€A ty,to€T
czyli piszac skrétowo T'— T = A.

5.2. UWAGA. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym. Wtedy:
(i) Zbiér T — T jest podpierécieniem A.

)
(ii)
)
)

(iii
(iv) Jesli T jest pre-porzadkiem, to jest tez zbiorem pre-pierwszym i generujacym.

Q™ jest najmniejszym zbiorem pre-pierwszym.

Jesli T' jest archimedesowy, to jest tez generujacy.

Do w6 d. (i) Sprawdzmy, ze T—T jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia A. Ustalmy
w tym celu t; — to,t3 —t4 € T'— T. Wowczas:

(tl—t—Z)—(tg—t4) - (tl—t2)+<t4—t3) - <t1+t4>— (t2+t3) ET—T
Podobnie sprawdzamy, ze T'— T jest zamkniete na mnozenie - dla t; —t5,t3 —14 € T'—T mamy:
(tl — tg)(t3 — t4) = (tltg + t2t4) — (t1t4 + tgtg) eT —-T.

Stwierdzenie (ii) jest oczywiste, a dla dowodu (iii) zat6zmy, ze T jest zbiorem archimedesowym
i ustalmy a € A. Wtedy a = (a+n)—nidlapewnegon € Na+n € T, wiec wtedyia € T—T.

Na koniec, aby udowodnié¢ teze (iv) zauwazmy, iz wystarczy sprawdzié, ze QT C T. Jest
tak istotnie, gdyz dla € QF mamy = = ()% (mn) = (1)2+ ...+ (£)? € T\ O

n

5.3. OzZNACZENIE. Dla dowolnego zbioru S C A przyjmujemy oznaczenie:

xs ={¢ € x:6(5) CR"}.

Jak zwykle, szczegélnie interesuje nas przypadek, gdy x = Hom (R[ X1, ... , X,], R). Zobaczmy,
ze wtedy zbior xys ma bardzo naturalng interpretacje.

5.4. PRZYKLAD. Rozwazmy pierscien R[ X7, ..., X, ]iustalmy ¢ € yx = Hom (R[ X1, ..., X,,],R).

Niech (z1,...,x,) € R™ bedzie obrazem ¢ w odwzorowaniu I' z uwagi 4.6. Dla dowolnego
a € R[Xy,...,X,] ¢(a) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a(zy,...,x,) = 0. W szczegdlnosci,
jezeli S = {g1,...,9s} CR[Xy,...,X,] to obrazem xs we wspomnianym odwzorowaniu I jest
zbiér {(z1,...,2,) € R" : gi(x1,... ,2,) = 0,9; € S}, czyli zbiér semialgebraiczny zwigzany

ze zbilorem S.

5.5. UWAGA. Niech S bedzie zbiorem archimedesowym. Wéwczas x g jest zbiorem zwartym.
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D o w 6 d. Pokazemy najpierw, ze xs jest zbiorem domknietym. Istotnie:
Xs={0€x:6(a) >0,ae S} =
= (MHoex:¢(a) >0} ={pex:alg) >0} =[)a ([0, +00)),

acs acs a€s
wiec jako przekrdj zbiorow domknietych jest domkniety. Dalej, poniewaz S jest archimedesowy,
wiec dla kazdego a € A istnieje m, € N takie, ze m,+a € S. Zauwazmy, ze X5 C [loeal—Ma, Mal-
Istotnie, ustalmy ¢ € xg. Zgodnie z definicja produktu:

[[I=me.md ={f : A= R: f(a) € [-mq,mq]}.

acA
Ustalmy wiec a € A. Wtedy ¢(mg+a) > 01 ¢p(mg—a) > 0, wiec ¢p(a) > —d(m,) i ¢(a) < ¢(my,).
Ale skoro ¢ zaciesnione do R jest identycznoscia, a m, € N C R, to ¢(m,) = m, 1 tym samym
o(a) € [—mg, my].

Oczywiscie [—m,, m,] sa zwarte (jako domkniete i ograniczone podzbiory R), wiec [T,e a[—Ma, M4

jest przestrzenig zwarta. Zatem yg jako domknigty podzbioér przestrzeni zwartej jest zwarty. [

5.6. UWAGA. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym. Wtedy:
(i) Zbior
Hr={acA: \/ ntaecT}
neN
jest podpierscieniem pierscienia A. Nazywamy go pier§cieniem elementéw ograniczonych
ze wzgledu na T.
(ii) T jest zbiorem pre-pierwszym archimedesowym wtedy i tylko wtedy, gdy Hr = A.

D o w 6 d. Sprawdzmy, ze Hp jest podgrupa grupy addytywnej pierScienia A; ustalmy
ai,as € Hp iniech ny £ ay,ny £ ay € T. Wowezas:
(1 +ng) £ (a1 —ag) = (n Fay) + (n2 Faz) €T,
zatem a; — ay € Hp. Podobnie sprawdzamy, ze jest to zbiér zamkniety na mnozenie - dla
ai,as € Hp takich, ze nqy £+ ay,ne = as € T mamy:
1
nins + a1ay = 5(711 + a1)<n2 — CLQ) + E(nl + al)(ng + ag),

wiec ajag € Hr. O

6. T-moduty
Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka takim, ze Q C A.

6.1. DEFINICJA. Niech T' C A bedzie zbiorem pre-pierwszym. Zbior M C A nazywamy
T-modulem, jezeli:
(1) Amympens M1 +mg € M,
(2) Ater Ament-m € M
3) TcM
Ponadto T-modut nazywamy archimedesowym, gdy jest dodatkowo zbiorem archimedesowym.

6.2. UWAGA. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym, M za$ T-modutem. Wéwcezas:

(i) T jest najmniejszym T-modutem,
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(ii) Jezeli T' jest archimedesowy, to réwniez M jest archimedesowy.

Uwaga powyzsza jest oczywista. Zajmijmy sie na chwile specjalnym rodzajem T-modutow,
a mianowicie takimi 7T-modutami, dla ktérychy w roli T' wystepuje grupa sum kwadratéw
pierscienia A. Oczywiscie specjalnie interesujacy bedzie przypadek, gdy A bedzie pierécieniem

wielomianéw rzeczywistych.

6.3. UWAGA. Niech M bedzie 3 A2-modultem. Wowczas:
(i) Zbiér
Hy={a€A:\/ ntaec M}
neN
jest podpierscieniem pierscienia A. Nazywamy go pier§cieniem elementéw ograniczonych
ze wzgledu na M.
(ii) M jest zbiorem T-modutem archimedesowym wtedy i tylko wtedy, gdy Hy = A.

D ow 6 d. (i) Bez trudu sprawdzamy, ze Hy, jest podgrupa grupy addytywnej pierscienia
A. Aby sprawdzi¢, ze H); jest zamkniete na mnozenie, zauwazmy, ze dla ustalonych a,b € Hy,
ab = 1((a +b)* — (a — b)?), tak wicc wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych a € Hy réwniez
a’ € Hy;. Istotnie, gdy a® € Hy, dlaa € Hyy, to (a+b)?, (a—b)? € Hyy, wieci (a+b)2—(a—b)? €
Hyy, czyli dla pewnego n € N n =+ ((a +b)? — (a — b)*) € M. Ale skoro NC Qt C > A% C M,
wiee wtedy takze 4n =+ ((a +b)? — (a —b)?) € M. Ostatecznie, poniewaz M jest 3 A-modulem
i QF Cc Y A% wiec n+ 1((a+0)? — (a—b)?) = (4n+ ((a + b)? — (a — b)?) € M).

Ustalmy zatem a € Hj; i niech n+a € M. Woéwcezas a?,n? € 3. A2 C M, wiec n®4a® € M.
Ponadto:

1
n? —a® = %((n +a)(n* —a*) + (n —a)(n® — a*)) =
1
= 5 ((n+ a)’(n —a) + (n —a)*(n +a)) € M,
skad a® € Hy. Dowdd czedei (ii) jest oczywisty. O

6.4. UWAGA. Niech M bedzie 3 A%2-modulem. Wowczas:
(i) Jezeli a®> € Hys, to a € Hyy.
(i) Jezeli Y0, a? € Hyy, to ay, ... ,a, € Hyy.

i=1""

Dowd6d. (i) Ustalmy a € A i zalézmy, ze a®> € Hyy, czyli dla pewnego n + a? € M.
Wowczas n+a = 3((n— 1)+ (n—a®) + (a £1)?) € M, gdyz kazdy ze skladnikow w nawiasie
nalezy do M.

(ii) Ustalmy -7, a? € A i zatézmy, ze Y1, a? € Hyr. Niech m + 37, a? € M. Wowcezas,

i=1 % i=1 % i=1"

dla ustalonego i € {1,...,n}, n —a = (n — X a7) + ¥;.0; € M, a wiec n + a; =

s(n—=1)+ (n—a?) + (a; £1)?) € M. O
Powyzsza wtasno$¢ moze sie wydawac¢ zaskakujaca - jest jednak prawdziwa. Jak wniosek

podamy eleganckie kryterium pozwalajace sprawdzaé, kiedy dany > R[X7,..., X,]*modut

jest archimedesowy.
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6.5. WNIOSEK. Rozwazmy pierscien R[X1, ..., X,] i niech M bedzie S R[ Xy, ... , X,]*-
modulem. Jezeli dla pewnego k € Nk — 37| X? € M, to M jest archimedesowy.

Do w 6d. Poniewaz RT = {a?> € R : a € R}, wiec R*> C M i tym samym R"™ C Hy,.
Tak wiec, wobec uwagi 6.4 (i), R C Hy, i ponadto - postepujac jak w dowodzie uwagi 6.4 (ii)
- otrzymujemy, ze Xi,...,X, € Hy,. Skoro Hy, jest pierScieniem, to R[Xy,... ,X,] C Hy i
tym samym Hyr = R[X7, ..., X,,]. W Swietle uwagi 6.3, M jest archimedesowy. O

7. Twierdzenie Kadisona - Dubois

Glownym rezultatem tego paragrafu bedzie dowod nastepujacego twierdzenia udowodnionego
przez Kadisona w 1951 roku (por. [10]), uogélnionego nastepnie przez Dubois w roku 1967 (por.
[6]). Prezentowana przez nas wersja, jak réwniez dowdd, pochodzi z pracy Beckera i Schwarza
[4] z roku 1983.

Niech A bedzie pierscieniem przemiennym z jedynka takim, ze Q C A.

7.1. TWIERDZENIE KADISONA - DUBOIS. Niech T' bedzie zbiorem pre-pierwszym i archimedesowym,
a M T-modutem, —1 ¢ M. Wéwczas:
(1) xar # 0.
(ii) xas jest zbiorem zwartym.
(iii) Odwzorowanie A : A — C(xum,R) dane wzorem:

A(a) =a rXM

jest homomorfizmem. Obraz tego homomorfizmu jest zbiorem gestym (w topologii przestrzeni
C(xm,R) wyznaczonej przez norme supremum).
(iv) a(¢) > 0 dla ¢ € xpr wtw. gdy Vespa —e € M.
(v) a(¢) > 0dla ¢ € xpr wtw. gdy Aesga+ € € M.
(vi) a(¢) =0 dla ¢ € xar wtw. gdy Aesota+e€ € M.

Dowdéd porzedzimy serig lematow.

7.2. LEMAT. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym i generujacym, a () maksymalnym
T-modulem takim, ze —1 ¢ Q. Wowczas Q U —Q = A oraz QQ N —Q jest idealem.

D o w 6 d. Pokazemy, ze QU—Q = A. Oczywiscie inkluzja (C) jest trywialna, a dla dowodu
zawierania w druga strone ustalmy a € A i przypusémy, ze a ¢ Q U —Q. Rozwazmy zbiory
QHa}] ={s+at:se€Q,t €T}, Q{—a}l] ={s—at:se€Q,t € T}. Jest kewstia rutynowego
przeliczenia sprawdzenie, ze sa to T-moduly. Ponadto @ C Q[{a}], @ € Q[{—a}], wiec —1 €
Q[{a}], =1 € Q[{—a}], powiedzmy, ze —1 = s1 + aty, —1 = s3 — aty, $1,80 € Q, t1,t2 € T.
Woéwcezas:

t1 + to + tosy + t1se = t1(1 + s2) + ta(1 + 51) = titea — titea = 0,

a zatem —ty = to + tos; + t159 € (). Poniewaz T’ jest generujacy, wiec istnieja t3, ¢, € T takie,
ze a = tg — ty. Wtedy:

—l=s1+tia=s+ti(ts —ts) = s1 +tits +ta(—t1) € Q
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co doprowadza nas do sprzecznosci. Sprawdzenie, ze QN—() jest idealem jest proste i pozostawiamy
je bez dowodu. O

7.3. LEMAT. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym i generujacym, a () maksymalnym T-
modutem archimedesowym takim, ze —1 ¢ Q). Wéwczas istnieje dokladnie jeden homomorfizm

¢: A— R taki, ze Q = ¢~ (RT).

D o w 6 d. Pokazemy najpierw istnienie stosownego homomorfizmu. Dla dowolnego a € A

zdefiniujmy zbiory:

Gla)={reQ:r—aecQ}, D(a)=Q\G(a).

Zauwazmy, ze zbiory te sg niepuste. Istotnie, ustalmy a € A. Poniewaz () jest archimedesowy,
wiec dla pewnego n € Nn +a € Q, wiec G(a) # 0. Przypusémy wiec, ze D(a) = 0. Wtedy
G(a) = Q i poniewaz @ jest archimedesowy, wiec dla pewnego m € N, m + a € Q. Ponadto
—(m+1) € G(a), czyli =(m + 1) —a € Q. Wobec tego =1 =m+a—(m+1) —a € Q, co
daje sprzecznosé.

Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : A — R wzorem ¢(a) = inf(G(a)) = sup(D(a)). Pokazemy,
ze jest to szukany homomorfizm. Na poczatek zauwazmy, ze ¢(1) = 1. Faktycznie, przypusémy,
ze istnieje r < 1 takie, ze r —1 = s € (). Natenczas s < 01 s € (); ponadto —% €eQf CT, wige
—1 = s(—1) € Q - sprzecznosé¢. Podobnie prosto sprawdzamy, ze ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b) dla
a,b € A oraz ze ¢(ta) = ¢(t)p(a) dlat € T, a € A. Jezeli teraz ustalimy a,b € T i korzystajac
z faktu, ze T jest generujacy przedstawimy a w postaci a = t; — tg, t1,t9 € T, to:

¢(ab) = (t1b — tab) = d(11b) — ¢(t2b) =
= O(t1)o(b) + ¢(t2)(b) = ¢(b)(d(t1) — d(t2)) = ¢(b)o(t1 — t2) = ¢(a)P(b).
Bez trudu sprawdzamy, ze ¢(Q) C RT. Wobec tego Q' = ¢~ 1(R™) jest T-modutem takim,
7ze Q CQ'i—1¢ Q. Ale wobec maksymalnosci Q, Q = Q' = ¢~ '(R™).
W dowodzie jednoznaczno$ci postepujemy tak, jak w dowodzie uwagi 4.4. |

7.4. LEMAT. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym 1 generujacym, a M T-modulem
archimedesowym. Woéwczas —1 ¢ M wtedy i tylko wtedy, gdy xar # 0.

D o w 6 d. Dowdd implikacji (<) jest oczywisty; jezeli ¢ € yar, to wtedy ¢(—1) = —1 < 0,
wiec —1 ¢ M. Dla dowodu wynikania (=) zatézmy, ze —1 ¢ M. Wobec lematu Kuratowskiego-
Zorna istnieje maksymalny T-modul Q) zawierajacy M i taki, ze —1 ¢ @, wiec w mysl lematu
7.3 istnieje homomorfizm ¢ : A — R taki, ze Q = ¢ (RT). W szczegdlnosci, skoro M C @,
to ¢(m) > 0 dlam € M. O

7.5. LEMAT. Niech T bedzie zbiorem pre-pierwszym i archimedesowym, a M T-modutem.
Wowezas jesli a(¢) > 0 dla ¢ € xu, toa € M.

D ow 6 d. Ustalmy a € A1izalézmy, ze a(¢) > 0 dla ¢ € xar. Rozwazmy zbior M [{—a}] =
{s —at:s e M,t € T}. 7 tatwoscia sprawdzamy, ze jest to T-modut. Skoro a(¢) = ¢(a) > 0
dla ¢ € xar, to —a(¢) = ¢(—a) < 0 dla ¢ € xp, a tym samym Xm[{-a}] = 0. Tak wiec wobec
lematu 7.4 —1 € M[{—a}], powiedzmy —1 =s—at, s € M, t €T, skad at — 1 = s € M.
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Dalej, zdefiniujmy zbior S = {r € Q : r + a € M}. Zbiér ten jest niepusty, gdyz skoro T
jest archimedesowy, to istnieje n € N takie, ze n +a € T C M. Alisci mozna wskazaé element
ujemny r < 0, ktéry do tego zbioru nalezy. Faktycznie, ustalmy r € S i zatézmy, ze r > 0.
Poniewaz T jest archimedesowy, wiec istnieje k € N takie, ze k — t; € T. Wtedy:

kr —14+ka=kr—1+ka—ta+ta+tr—tr=
= alk—t)+r(k—t)+ta—1+tr=(r+a)k—t)+(ta—1)+treM

jako suma elementéw nalezacych do M. Stad r — % +a= %(kr — 14 ka) € M, w szczegdlnosci
r— % € S. Powtarzajac argument odpowiednio wiele razy dostajemy w konicu ujemny element
r’" zbioru S. Mozemy wtedy napisa¢ a = (a +1') + (—r) € M. O

Przechodzimy teraz do dowodu twierdzenia Kadisona - Dubois.

Do w6 d. Teze (i) dostajemy wprost z lematu 7.4, a teze (ii) z uwagi 5.5. Przechodzac
do dowodu czedci (iii) rozwazmy rodzine:

AA)={a:xuy —R:a€ A}

Wobec udowodnionej juz czesci twierdzenia, xjs jest zbiorem zwartym. Ponadto rodzina A(A)
rozdziela punkty - w rzeczy samej, dla ustalonych ¢, € xyu, jezeli ¢ # 1, to dla pewnego
a € A ¢(a) # P(a), czyli a(¢) # a(y). Tak wiec na mocy twierdzenia Stone’a-Weierstrassa
zbidr A(A) jest gesty w tradysyjnej topologii przestrzeni C'(x s, R).

(iv) Celem przeprowadzenia wnioskowania (=) zaltézmy, ze a(¢) > 0 dla ¢ € xu. Ze
zwartosci zbioru x s, a(¢) > € dla pewnego € > 0 (bo w przeciwnym wypadku rodzina {{¢ €
Xu : a(¢) > £} : n € N} bylaby pokryciem zbioru s, z ktérego po wybraniu podpokrycia
skoficzonego otrzymaliby$my sprzecznosé) i dla ¢ € x . Stad a/—\e(qb) =a(¢) —€(¢p) = a(p) —
€ >0, bo €(¢p) = ¢(e) = € dla € € R, wiec na podstawie lematu 7.5 a —e € M.

Implikacja (<) jest oczywista; jezeli a —e € M, to dla ¢ € xar a(¢p) — e = a—e¢>0,czyli
a(e) > 0.

(v) Tutaj podobnie implikacja (<) jest trywialna,przejdZzmy wiec do dowodu wynikania
(=). Zalézmy, ze a(¢p) > 0 dla ¢ € xp. Wtedy a(é) +9 > 6 > 0 dla wszelkich § > 01 ¢ € x .
Korzystajac ze zwartosci xjs dla ustalonego 6 > 0 a(¢) + 6 > ~ dla pewnego 7 > 0 oraz
wszelkich ¢ € xj, tak wiec ktadac e = 6 — vy > 0 dostajemy, ze a(¢) + € > 0 dla ¢ € xp, skad
wobec (iv) otrzymujemy teze.

Dowdd tezy (vi) wynika bezposrednio z (v). O

8. Twierdzenie Schmiidgena

W ostatnim paragrafie tego rozdziatu udowodnimy zaskakujace uproszczenie klasycznego
twierdzenia Stengle’a w przypadku, gdy rozpatrywany zbiér semialgebraiczny jest zwarty.
Twierdzenie, o ktorym mowa, pochodzi z roku 1991 i zostato udowodnione przez Schmiidgena
przy uzyciu metod analizy funkcjonalnej (por. [13]). Prezentowany tu dow6d pochodzi od

Wormanna.

8.1. TWIERDZENIE SCHMUDGENA. Rozwazmy pierscienn R[ Xy, ... , X,,| iniech S = {g1,. ..
R[Xy,...,X,]. Niech K = {(z1,... ,z,) € R" : g/(x1,... ,2,) > 0,9; € S} bedzie zbiorem

,9st C
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semialgebraicznym zwiazanym ze zbiorem S, a T = Y. R[Xy,...,X,]?[S] pre-porzadkiem
generowanym przez S. Zalézmy, ze K jest zwarty i niech a € R[Xy,...,X,]|. Wowczas jezeli
a(xy,...,x,) >0dla (z1,...,2,) € K, toaeT.

Dowod poprzedzimy lematem:

8.2. LEMAT. Rozwazmy piersciei R[ X1, ... , X,| iniech S = {g1,... ,9s} C R[Xy,...,X,].
Niech K = {(z1,... ,x,) € R" : gi(z1,... ,2,) 2 0,9; € S} bedzie zbiorem semialgebraicznym
zwigzanym ze zbiorem S, a T = Y R[X},... , X,,|*[S] pre-porzadkiem generowanym przez S.
Wéwcezas T jest archimedesowy wtedy i tylko wtedy, gdy K jest zwarty.

D o w 6 d. Implikacja (=) wynika bezposrednio z uwagi 5.5 i przyktadu 5.4. Aby udowodnié¢
wynikanie (<) zalézmy, ze K jest zbiorem zwartym. Jako zwarty podzbiér przestrzeni R”™
jest on ograniczony, wiec dla pewnego k € N K C K(0,Vk), czyli dla (zy,...,2,) € K
k—3>", x? > 0. Wobec positivstellensatz Stengle’a istnieja p, ¢ € T takie, ze p(k — 37", X?) =
1+ ¢, skad (1+¢q)(k — 301, X7) = p(k — XL X7)? € T.

Rozwazmy pre-porzadek T[{k — 3" | X2} = {s+ (k — X", X?)t : s,t € T'}. Poniewaz
SRIXy, ..., X2 CT{E—X" X2}, wiee T[{k—>1", X2} jest S R[X7, ..., X,]>modutem
i skoro k — 30", X2 € T[{k — X, X?}], wiec wobec wniosku 6.5 T[{k — X1, X?}] jest
archimedesowy. Zatem dla a € R[X7,... , X,,] istnieje m € N takie, ze m—a € T[{k—3"_, X?}],
powiedzmy m —a = s + (k — Y0, X?)t, s,t € T. Wowcezas (m —a)(1+q) = t(1+q) +¢(1 +
q)(k =X, X?) € T. W szczegdlnoscei istnieje m’ € N takie, ze m' —q € T[{k — >0, X} iw

konsekwencji (m’ — ¢)(1 + q) € T. Poniewaz dodatkowo (% — ¢)* € T, wiec:

12 12 /
m
m'+ - —g= g =@ m —g= (-’ + (' —g)(1+q) €T
a zatem
m/ 2 N~ y2 m’ 2 2 2
Mg + 17 =2 X2 =k + 1P+ (1 —q)(k =3 X7) +q) X7 €T
i=1 i=1 i=1
skad wobec wniosku 6.5 T" jest archimedesowy. O
Przechodzimy do dowodu twierdzenia Schmiidgena.
Dow 6 d. Ustalmy a € R[Xy,...,X,] izalézmy, ze a(zy,... ,z,) > 0dla (zq,... ,2,) €

K. Natenczas w my$l przyktadu 5.4 a(¢) > 0 dla ¢ € xr, wiec wobec udowodnionego lematu
T jest archimedesowy. Stosujac lemat 7.5, a € T O

Jako przyktad zastosowania tego twierdzenia podamy pewne rozwiazanie tzw. problemu

momentowego.

8.3. PRzZYKLAD. Jak wiadomo, moment pedu czastki definiuje sie jako iloczyn wektorowy
L = rxp wektora wodzacego i wektora pedu.Przyjrzyjmy sie ciatu sztywnemu obracajacemu sie
z predkoscia katowa w wokoét statej osi w uktadzie srodka masy. Dzielac bryte na odpowiednio
wiele czesci, jezeli element masy Am; jest w odlegtosci r; od osi obrotu, to jego predkos¢ wynosi
v; = r;w. Tak wigc wartos¢ bezwzgledna momentu pedu ciata sztywnego K jest

L =Y riAmu; =Y rjAm;(rjw) = (Y riAm;)w.
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,Przechodzac do granicy” z wyrazeniem w nawiasie dostajemy wielkos¢:

]:/ r2dm.
K

Wartosé te nazywamy, jak wiadomo, momentem bezwtadnosci bryty K.

7 wyrazeniami takimi jak powyzej wiaze si¢ szereg ciekawych problemow. Ten, ktory bedzie
nas interesowal, mozna sformutowac¢ nastepujaco: kiedy istnieje dodatnia miara borelowska p
niezerowa na zbiorze K C R™ taka, ze funkcjonal liniowy L : R[Xi,...,X,] — R mozna
reprezentowac jako caltke:

L(a) = / adp?
K
Skorzystamy z nastepujacego twierdzenia, ktére podamy tu bez dowodu (por. [9]):
TWIERDZENIE HAVILANDA. Niech L : R[ X4, ... , X,] — R bedzie odwzorowaniem liniowym,

niech K C R™. Dodatnia miara borelowska (1 niezerowa na K i taka, ze

L(a) = / adj
K

istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy L(a) > 0 dla wszelkich a € R[Xq,...,X,] takich, ze
a(xy, ... ,x,) = 0dla (z1,... ,2,) € K.

Korzystajac z tego twierdzenia udowodnimy nastepujace:

TWIERDZENIE. Rozwazmy piersciei R[X, ... , X,] iniech S = {g1,... ,9s} C R[Xy,...,X,].
Niech K = {(z1,... ,x,) € R": gi(z1,... ,2,) 2 0,9; € S} bedzie zbiorem semialgebraicznym
zwigzanym ze zbiorem S, a T = Y. R[Xy,... , X,]?[S] pre-porzadkiem generowanym przez S.

Zatézmy, ze K jest zwarty. Wowczas dodatnia miara borelowska p niezerowa na K i taka, ze
L(a) = / adp
K
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy L(h?g5* ... g%) > 0dlah € R[Xy,...,X,], e1,... ,es € {0,1}.

D o w 6 d. Implikacja (=) jest oczywista. Dla dowodu implikacji (<) wystarczy - wobec

twierdzenia Havilanda - udowodni¢, ze L(a) > 0 dla wszelkich a € R[Xy,...,X,,] takich, ze
a(xy,...,x,) = 0dla (zq,...,2,) € K. Ustalmy wiec stosowne a € R[Xq,...,X,]. Wowczas
dla dowolnej liczby e > 0, (a + €)(xy,... ,x,) > 0 dla (z4,...,2,) € K, wigc z twierdzenia

Schmiidgena a + € € T, czyli - wobec zatozenia - L(a +€) > 01 z liniowosci L, L(a) > —e. Ale

poniewaz € byto wybrane dowolnie, wiec L(a) > 0. O



Spis literatury

[1] C. Andradas, L. Brocker, J. M. Ruiz, Constructible sets in real geometry, Springer-Verlag, Berlin 1996.
[2] E. Artin, O. Schreier, Algebraische Konstruktionen reeller Kérper, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 5
(1927), 85-99.
[3] E. Artin, O. Schreier, Eine Kenzeichnung der reell abgeschlossenen Korper, Abh. Math. Sem. Univ.
Hamburg 5 (1927), 225-231.
[4] E. Becker, N. Schwartz, Zum Darstellungsatz von Kadison-Dubois, Archiv der Mathematik (1983), 421-
428.
[5] J. Bochnak, M. Coste, M. F. Roy, Real algebraic geometry, Springer-Verlag, Paris 1986.
[6] D. W. Dubois, A Note on David Harrison’s Theory of Preprimes, Pac. J. of Math. 21 (1967), 15-19.
[7] D. W. Dubois, A Nullstellensatz for Ordered Fields, Ark. Mat. 9 (1969), 111-114.
[8] R. Engelking, Zarys topologii ogélnej, PWN, Warszawa 1968.
[9] E. K. Haviland, On the Moment Problem for Distribution Functions in more than one Dimension II, Amer.
J. Math. 58 (1936), 164-168.
[10] R. V. Kadison, A representation theorem for commutative topological algebra, Memoirs of the AMS 7
(1951)
[11] T.Y. Lam, An introduction to real algebra, Rky. Mtn. J. Math. 14 (1984), 767-814.
[12] M. Marshall, Positive Polynomials and Sums of Squares, Dottorato di Ricerca in Matematica, Universita
di Pisa, Pisa 2000.
[13] K. Schmiidgen, The K-moment Problem for Compact Semialgebraic Sets, Math. Ann. 289 (1991), 203 -
206.
[14] G. Stengle. A Nullstellensatz and a Positivenstellensatz in semialgebraic geometry, Math. Ann. 207 (1974),
67-97.

21



