MNIEJ I BARDZIEJ ZNANE PROBLEMY TEORII LICZB

PAWEL. GLADKI

Teoria liczb, mogloby sie wydawad, jest galezig matematyki zajmujacy sie historia
i filozofia pojecia liczby, jego rozwojem i uogdlnieniami. W rzeczywistosci zagadnie-
niami tymi zajmuje si¢ arytmetyka teoretyczna, dziedzina za$ badan teorii liczb jest
o wiele wezsza - - jest to badanie wlasnoéci liczb catkowitych.

Pojecie liczby naturalnej jest najbardziej pierwotnym pojeciem kojarzonym z
matematyka. Dociekania dotyczace istoty i wlasnosci liczb naturalnych wydaja sie
lezeé¢ u podstaw najstarszych form mysli matematycznej.

Wiadomo, ze zaréwno Sumerowie, Babiloniczycy jak i starozytni Egipcjanie po-
siadali pewna wiedze z zakresu wlasnoéci liczb naturalnych. Tym nie mniej dopiero
od czasow starozytnej Grecji mozemy moéwic o rozwoju wilasciwej teorii liczb. Pi-
tagoras i jego uczniowie okoto 500 r. p.n.e. prowadzili intensywne badania na polu
liczb catkowitych. Pierwszym systematycznym wykladem zawierajacym znane w
starozytnosci wyniki teorii liczb byly Elementy Euklidesa (ok. 300 r. p.n.e). Wéréd
péZniejszych matematykéw greckich wspomnieé nalezy o Diofantosie (ok. 350 r.
n.e.) i jego Artymrtyce - do dzisiejszych czaséw zachowalo sie 6 z 13 ksiag tego
dzieta, dajacego pojecie o stopniu zaawansowania greckiej teorii liczb.

Teoria liczb ma réwniez bardzo stara tradycje w Indiach, gdzie bujnie rozwijalta
sie miedzy 500 a 1200 rokiem naszej ery.

W Europie zachodniej dokonania matematykéw greckich znane sg gléwnie dzigki
matamatyce arabskiej. Rozwéj europejskiej teorii liczb byl jednak bardzo powolny i
dopiero od XVII stulecia mozemy moéwic o niej jako o niezaleznej gatezi matematyki.
Matematy francuski Pierre Fermat (1601 - 1665) uwazany jest za ojca wiekszosci
probleméw, ktérymi zajmowala sie teoria liczb w poézniejszych czasach. Dalszy
rozwdj teorii liczb wiaze sie $cisle z nazwiskami Eulera (1707 - 1783), Lagrange’a
(1736 - 1813), Legendre’a (1752 - 1833) i Gaussa (1777 - 1855). Pierwsza ksiazka
poswiecona wylacznie teorii liczb, Essai sur la theorie des nombres Legendre’a
zostala wydana w 1798 roku, ale za podstawowa pozycje uwaza sie ksiazke Gaussa
Disquitiones Arethmeticae z 1801 roku. Poczawszy od tej pracy teoria liczb stata
sie¢ samodzielna galezia nauki. Gauss uwazal, ze byla to jego najwazniejsza ksiazka,
a jego opinia o roli teorii liczb najlepiej sformulowana jest w znanym cytacie:
”Matematyka jest krolowg nauk, za$ teoria liczb jest krolowa matematyki”.

1. PROBLEMY PODZIALU LICZBY NA SUME SKLADNIKOW
Jak wiadomo, kazda liczba naturalna jest suma pewnej ilosci jedynek:
1=1,2=1+4+1,3=1+1+1

Tak wiec jesli chodzi o budowe liczb naturalnych przy pomocy dodawania, to jest

ona niezmiernie prosta. Mozna by wiec powiedzieé¢, ze pod tym wzgledem liczby

naturalne zachowuja si¢ bardzo jednolicie. Nie oznacza to jednak, ze wszystkie

zagadnienia dotyczace otrzymywania danej liczby przez sume innych liczb naleza
1
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do prostych, o czym za chwile si¢ przekonamy. Wspomianymi problemami zajmuje
sie addytywna teoria liczb.

Problem 1. Na ile sposobow mozna przedstawi¢ dang liczbe jako sume dwoch roz-
nych skladnikéw?

Rozwiazanie:
I wariant: Za rézne rozklady uwazamy tez te, ktére réznia sie tylko kolejnoscia
skladnikéw. Nietrudno sie przekonaé, ze dla danej liczby n € N rozklady te, to:

1+(n—-1),2+nm—-2), ..., (n—1)+1

jest wiec ich:
n—1
IT wariant: Za rozne rozklady nie uwazamy tych, ktére réznia sie tylko kolej-
noscia sktadnikéw. Tutaj rozwazmy dwa przypadki. Gdy liczba n jest nieparzysta,
to kazdemu sktadnikowi k+ (n — k) odpowiada skladnik (n— k) +k, wiec wszystkich
takich rozkladéw jest:
n—1
2
Gdy liczba n jest parzysta postaci 2k, to skladnikowi k nie odpowiada zaden inny
sktadnik, wiec wszystkich rozktadow jest:
n

2

Problem 2. Na ile sposobow mozna przedstawi¢ dang liczbe jako sume trzech roz-
nych skladnikéw?

Rozwigzanie:

I wariant: Za rézne rozklady uwazamy tez te, ktére réznia sie tylko kolejnoscia
skladnikéw. Dla danej liczby n pierwszy sktadnik, liczbe k mozemy wybraé na n—2
sposobow. Zostaje nam liczba n— k&, ktérg rozkladamy na dwa sktadniki nan—k—1
sposobow. Wszystkich rozkladéw jest wiec:

n—1-1) + n-2-D+n-3-1+...4[n—(n—2)—-1] =
(n - 1)(n - 2)
2

IT wariant: Za rézne rozklady nie uwazamy tych, ktére réznia sie tylko kolej-
noscia sktadnikéw. [¢wiczenie]

Problem 3. Na ile sposobow mozna przedstawié dang liczbe jako sume s réznych
sktadnikow?

Rozwiagzanie:
I wariant: Za rézne rozklady uwazamy tez te, ktére réznia sie tylko kolejnoscia

skladnikéw. [éwiczeniel
n—1

Odpowiedz: ( e 1

Problem 4. PARTITIO NUMERORUM Na ile sposobow mozna przedstawié dang
liczbe jako sume dowolnej liczby réznych skladnikow?

Rozwiazanie: Niezadowalajace.
Zdefiniujmy liczbe:

p(n) = liczba przedstawien liczby n jako dowolnej sumy réznych skladnikéw
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Dla niewielkich n, p(n) mozna liczy¢ "na piechote”. Mamy na przyktad:
p(1) =1, p(2) =2, p(3) =3, p(4) =5, p(5) = 7, p(6) =11
Stosunkowo tatwo policzy¢ jeszcze:
p(7) =15, p(8) =22, p(9) = 30, p(10) = 42
Jak policzyl Mac Mahon:
p(200) = 3972999029388

za$ Lehmer sprawdzil w 1936 roku, ze liczba p(14031) sklada si¢ ze 127 cyfr.
Ogdlny wzér na p(n) nie jest znany. Poszukiwano pewnych przyblizonych wartosci
liczby p(n). Jak udowodnili w 1918 roku Hardy i Ramanujan, zachodzi nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 1. \/ﬁ(’ﬂ'\/g— 1) <Inp(n) < W\/g\/ﬁ

2. KWADRATY MAGICZNE

KWADRATEM MAGICZNYM nazywamy tabliczke n x n liczb 1,2, ... ,n? taka, ze
kazdy wiersz, kazda kolumna i obydwie przekatne sumuja sie do tej samej liczby,
zwanej suma kwadratu magicznego. Nietrudno wyznaczyé wzor na sume S kwadratu
magicznego.

Twierdzenie 2. S = Z(n? +1)

D o w 6 d : Sumuja¢ wszystkie wiersze otrzymujemy (ze znanego wzoru na
sume szeregu arytmetycznego) ”—;(n2 +1), co z drugiej strony jest réwne n sumom
kwadratu magicznego. Po podzieleniu przez n dostajemy teze. 4

Jasne jest, ze dla n = 1 istnieje tylko jeden kwadrat magoczny. Nietrudno sie tez
przekonaé, ze dla n = 2 takiego kwadratu nie ma. Dla n = 3 mamy jeden kwadrat
magiczny:

8§ 1 6

3 5 7

4 9 2
Kwadrat ten znany byt juz w starozytnosci. Jak obliczyl w XVI w. Frenicle, dla n =
4 istnieje 880 kwadratéow magicznych. Najbardziej znany jest kwadrat zamieszczony
na jednej z rycin Albrechta Durera z 1514 roku, zatytuowany Melancholia:

16 3 2 13
5 10 11 8
9 6 7 12
4 15 14 1

Mac Mahon sprawdzit, ze dla n = 5 istnieje przeszto 60000 kwadratéw magicznych.
Oto jeden z nich:

17 24 1 8 15

23 5 7 14 16

4 6 13 20 22

10 12 19 21 3

11 18 25 2 9
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3. PROBLEMY PODZIALU LICZBY NA SUME SKLADNIKOW PIERWSZYCH

Nietrudno sprawdzi¢ dla matych liczb, ze kazda wigksza lub réwna od 4 liczba
parzysta jest sumg dwéch nieparzystych liczb pierwszych. Mamy na przyktad:

6=3+3,8=3+4+5,10=34+7=5+5,12=5+7, 14=74+7=11+3
Troche trudniej jest juz dla liczby 100:
100=3+97=11+89=17+4+83 =294 71 =41+ 59 =47+ 53

Cierpliwi mogg sprawdzié, ze liczba 1000 ma 28 takich rozkladéw, a rekordzistka
wsréd liczb mniejszych od 1000 jest liczba 990, majaca az 52 rozklady.

Problem 5. HIPOTEZA GOLDBACHA Czy parzysta liczba wieksza lub réwna od 4
zawsze jest sumq dwoch liczb pierwszych?

Rozwiazanie: Nieznane.

Problem ten zostal postawiony przez Goldbacha w 1742 roku i do dzisiaj -
pomimo usilnych staran - pozostaje nierozstrzygniety, chociaz przy uzyciu kompu-
terow wielkiej mocy zostal potwierdzony juz w bardzo wielu przypadkach. Hipoteza
Goldbacha zostala zaliczona do jednego z siedmiu probleméw milenijnych, za kté-
rych rozwiazanie przewidziana jest nagroda wysokosci miliona dolaréw. Z proble-
mem tym zwigza¢ mozna inne zagadnienie:

Problem 6. POSTULAT BERTRANDA Pomiedzy liczbami n i 2n istnieje liczba
PIETWSZA.

Zauwazmy, ze z hipotezy Goldbacha wynika latwo postulat Bertranda. Niech
bowiem n bedzie liczba naturalng. Wéwczas 2n + 2geq4, a zatem 2n + 2 = p + g,
gdzie p i g sa liczbami pierwszymi nieparzystymi. Mozemy przyjaé, ze ¢ > p > 3.
Wobec tego 2n > q oraz 2n + 2 < 2q, a stad ¢ lezy miedzy n a 2n.

Postulat Bertranda mozna jednak udowodnié niezaleznie od hipotezy Goldbacha.
Postaramy sie tutaj naszkicowaé¢ dowdd.

Niech 7(n) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wigkszych od n. Funkcje taka
zdefiniowal Gauss. Na swoje 15 urodziny dostal w prezencie tablice matematyczne,
w ktorych znajdowaly sie miedzy innymi tablice liczb pierwszych. Przegladajac je,
Gauss zbudowal nastepujaca tabelke:

n m(n) %n) Aﬂin)
10 4 2,5 2.5
100 25 4,0 1,5
1000 168 6,0 2,0
10000 1220 81 2,1
100000 9592 10,4 2,3
1000000 78498 12,7 2,3
10000000 664579 15,0 2,3
100000000 5761455 17,4 2,4
1000000000 50827534 19,7 2.3

10000000000 455052512 22,0 2,3
Widzimy wiec, ze jesli n wzrasta o 10, to %n) wzrasta mniej wiecej o 2,3. Céz to za
tajemnicza liczba, 2,37 Okazuje sie, ze In 10 = 2, 3. Na podstawie tego spostrzezenia
Gauss wysnul przypuszezenie, ze —~ =~ Inn. Jego hipoteza potwierdzila si¢ po
kilkudziesieciu latach. W roku 1850 Czebyszew udowodnil nastepujace twierdzenie:
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Twierdzenie 3. 0,89 < 7(n) <1,11:%

Inn Inn

Dowdd tego twierdzenia jest bardzo trudny. Dowdd Czebyszewa wykorzystywat
zaawansowane metody analizy matematycznej. P6zniej Erdos i Kalmar zaprezento-
wali dowdd elementarny, jednak dalej jest on dosé skomplikowany. Ponadto w 1896
roku Hadamard i de la Vallee - Pousin pokazali nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. lim,, .., =% —1

Inn

Dowdd tego twierdzenia jest jeszcze trudniejszy - klasyczne podejécie wykorzys-
tuje tzw. twierdzenia tauberowskie z zakresu analizy funkcjonalnej. W 1948 roku
Selberg zaproponowat inny dowdd, wykorzystujacy wyltacznie metody elementarne
i pewne proste wlasnosci funkcji logarytmicznej, tym nie mniej nadal jest on bardzo
rozbudowany i powiktany.

Tak czy inaczej, twierdzenie Czebyszewa zostalo udowodnione. Pokazemy, jak
tatwo wynika z niego postulat Bertranda. Zdefiniujmy bowiem funkcje f(z) =
0, 89111%—;;)—1, 11 Latwo sprawdzamy, ze f jest funkcja rosnaca i F(10) > 1,2111,
a wiec w(2x) — w(z) > 0,89111%—2””90) — L1135 > 1 dla x > 10. Zatem liczba liczb
pierwszych miedzy 2z a x dla x > 10 jest réwna co najmniej jeden, a dla x > 10
latwo mozemy postulat sprawdzi¢ ”na palcach”.

Podobnie jak robiliSmy to wcze$niej, mozemy pytaé sie, ile jest réznych - o ile w
ogole jakies sa - rozkladow danej liczby parzystej na dwie liczby pierwsze. Mozna
postawié tez ogélniejszy problem:

Problem 7. Ile jest rozkladéw liczby n na sume dowolnej liczby liczb pierwszych?

Rozwigzanie nie jest znane. Mozna jednak zdefiniowaé liczbe P(n) réwna liczbie
takich rozkladow dla liczby n i badaé jej wlasnosci. Bezposrednio sprawdzi¢ mozna,
ze na przyktad:

P(1)=0, P(2)=P3)=P4)=P(5)=1, P(6)=P(7)=2, P(8) =3, P(9) =4

Jedyne co dotychczas udalo sie dla liczby P(n) pokazaé, to nastepujace twierdzenie
pochodzace od Erdosa i Batemana:

Twierdzenie 5. P(n+ 1) > P(n) oraz lim,_.. P(n+1) — P(n) = o

4. CIACI LICZB PIERWSZYCH
W 1861 roku Moritz Cantor postawil nastepujace pytanie:

Problem 8. Czy - poza trdjkg 3, 5, 7 - trzy kolejne liczby pierwsze mogq tworzyc
cigg arytmetyczny?

Przez prawie 100 lat uwazano, ze odpowiedZ na to pytanie jest negatywna.
Dopiero w 1956 Andrzej Schinzel zauwazyl, ze 47, 53 i 59 sa takimi liczbami - jak
wiec widaé, czasami problemy, ktore wydaja sie trudne, okazuja sie banalnie proste.
Schinzel wskazal tez kilka innych trdjek liczb spetniajacych powyzszy warunek,
najmniejsza nastepna to 151, 157, 163. Pojawia si¢ zatem inne pytanie:

Problem 9. Czy istnieje nieskonczenie wiele tréjek kolejnych liczb pierwszych two-
rzgcych cigg arytmetyczny?

OdpowiedzZ na to pytanie nie jest znana. Podobnie badaé¢ mozna ciagi utworzone
z 4 kolejnych liczb pierwszych - jest nim na przyklad 251, 257, 263, 269.
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Mozna tez zajmowac sie ciagami arytmetycznymi niekoniecznie kolejnych liczb
pierwszych . Daje sie wskaza¢ 10 kolejnych liczb pierwszych tworzacych ciag aryt-
metyczny. Sa to:

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089

Podobnie mozna badaé ciagi liczb pierwszych dowolnej dlugosci. Ciekawszy z tego
typu probleméw wydaje sie nastepujacy:

Problem 10. Czy istnieje cigg arytmetyczny ztoZony ze stu liczb pierwszych?

Rozwigzanie nie jest znane, sprawdzono tylko, ze ciagu takiego nie ma wsrod
ciagéw o réznicy mniejszej, niz kilkudziesieciocyfrowa. Najbardziej znane z twier-
dzen obejmujacych tematyke ciggéw liczb pierwszych jest nastepujace, pochodzace
od Dirichleta:

Twierdzenie 6. Jezeli liczby a © b sqg wzglednie pierwsze, to w ciggu an + b jest
nieskoriczenie wiele liczb pierwszych
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