PAwEL, GL.ADKI

Problem przetargu.

1 Problem przertargu

Co to jest przetarg w potocznym znaczeniu wyjasnia¢ chyba nie trzeba. W
ujeciu eknomicznym, za przetarg uwazamy takie sytuacje, jak negocjacje hand-
lowe miedzy panstwami, miedzy pracodawca a zwiazkami zawodowymi, czy tez
zwykly handel np. na bazarze.

7 naszego punktu widzenia, przetarg mozna uwazac¢ za pewna sytuacje kon-
fliktows, a zatem za gre o sumie niezerowej. Strategia w grze tego typu kon-
struowana jest wedlug zasad obowiazujacych dla gier o sumie zerowej. Stosuje
sie strategie czyste, mieszane i taczne mieszane ustalone przez obydwu graczy.

Przykitad 1 Sprzedawca chce sprzedac towar o wartosci v po cenie nie nizszej niz
v. Kupiec ocenia wartos¢ towaru na u i chce go kupié po cenie nie wyzszej niz
u. Dla v > u problem nie ma rozwiazania, dla v = v mamy jedno rozwiazanie,
dla v < u mamy caly zbiér korzystnych rozwiazan - transakcji za kwote p,
v<p<ull

Uogdlniajac powyzszy przyklad, rozwazmy nastepujaca sytuacje: mamy dwa
podmioty dysponujace towarem i chcace go wymieni¢, ale nie dysponujace
gotowka. Wymiana nastepuje poprzez wniesienie na rynek wstepnej wiazki
towaréw i zaakceptowaniu jej przez obydwie strony. Zatem przez transakcje
rozumiemy laczny podzial wiazki towaréw przyniesionych przez kontrahentow.
Kazedj wiec transakcji mozna przyporzadkowaé pare uzytecznosci (u,v) i sko-
jarzy¢ ja z plaszczyzna:
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Q@ jest zbiorem wszystkich punktow okreslajacych dopuszczalne transaksje
handlowe. Jest ograniczony, wypukly i domkniety. Nazywamy go zbiorem
wyplat dopuszczalnych. Dopuszczalnosé rozumiemy w ten sposéb, ze dla dowol-
nej pary (u,v) € @ mozliwe jest takie wspoldzialanie graczy, aby osiagnaé
wartosci u* i v* takie, ze:
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gdzie:
- x; oznacza prawdopodobieristwo, z jakim gracz 1 stosuje i—ta strategie czysta,
- y; prawdopodobienstwo, z jakim gracz 2 stosuje j—ta strategie czysta,
- @i, ¥i; wyplaty dla graczy 1 i 2 przy stosowaniu i—tej oraz j—tej strategii
czystej,
- (u*,v*) oznacza transakcje wyrézniona.

Gracz 1 zmierza do zawarcia porozumienia, ktéremu odpowiada uzytecznosé
f, a gracz 2 zmierza do zawarcia porozumienia, ktéremu odpowiada uzytecznosc
e. Aby osiagnaé¢ kompromis, nalezy odrzucié¢ transakcje zdominowane.

Moéwimy, ze punkt (u,v) jest tacznie zdominowany przez (u',v") € Q, jezeli
u’ > woraz v’ > v. Nalezy zatem ograniczy¢ sie do punktéw niezdominowanych
- na rysunku bedzie to tamana abcd. Zbiory punktow niezdominowanych tworza
faczny zbiér maksymalny obszaru ), zwany zbiorem optymalnym w sensie
Pareto. Gracz 1 dazy do osiagniecia d, gracz 2 do osiagniecia a, gracze moga
sobie zapewni¢ wyplaty odpowiednio u* i v* (wartosci maksyminowe). Punkty
tacznego zbioru maksymalnego @, dajace kazdemu graczowi co najmniej tyle, ile
moze osiagnaé przy strategii maksyminowej, to obszar negocjacji (u nas ebef).
Obszar negocjacji jest rozwiazaniem kooperatywnym gry.

2 Schematy arbitrazowe

JesteSmy w sytuacji, gdy gracze targuja sig, ktory punkt z obszaru negoc-
jacji wybraé (punkt na krzywej ebef). Spér ten powinien rozstrzygnaé arbiter
- schemay arbitrazowy (funkcja arbitrazowa) przyporzadkowujaca konfliktowi
wyplate dla obydwu graczy. Wyplata taka to rozwiazanie naszej gry (kom-
promisowe lub arbitrazowe). Funkcji arbitrazowych jest nieskoniczenie wiele,
dlatego tez nalezy ich zbiér maksymalnie zawezi¢ stosujac odpowienie kryteria.
Dlatego nalezy kierowaé sie nastepujacymi warunkami:

e rozwigzanie arbitrazowe powinno by$ elementem obszaru negocjacji gry,



e rozwiazanie arbitrazowe nie powinno zaleze¢ od konkretnych jednostek
uzytecznosci,

e schemat arbitrazowy nie powinien zaleze¢ od nieistotnych uwarunkowan
zewnetrznych,

e dwie gry bliskie w sensie strategicznym powinny mie¢ bliskie rozwiazania
arbitrazowe.

2.1 Rozwiazanie problemu przetargu w sensie Nasha

Staramy sie znalez¢ funkcje v, ktéra oznacza schemat arbitrazowy, okreslonej na
@, ktéra bylaby rozwiazaniem przetargu (@, 7). Znamy przy tym wartosci min-
imakskowe (u*,v*) oraz zbiér Q). Kazdej trdjce (Q,u*,v*) funkcja v przypisuje
rozwiazanie takie, ze:

Y@, u",v*) = (T, 7)

Funkcja taka powinna spehiaé nastepujace aksjomaty, zwane aksjomatami Nasha:

Aksjomaty Nasha

(N1) Dokonujemy transformacji ) - zmieniamy punkt zerowy uzytecznosci dla
obu graczy tak, aby (u*,v*) przeszed! na (0,0),

(N2) W obszarze Q znajdujemy punkt (T, T), tak, ze T - T jest najwickszym z
mozliwych iloczynéw uv, przy czym (u,v) € Q. Dokladniej:
- (@7) e Q,u>0,7>0,
— w-T > wv dla kazdej pary punktéw (u,v) € Q, u >0, v > 0. Punkt
(w,v) jest rozwigzaniem w sensie Nasha gry przetargu +(Q,0,0).
Rozwiazanie dla (@, u*,v*) otrzymujemy przez odwrécenie przek-
sztalcenia w ten sposéb, aby (T —u*)(T—v*) > (u—u*)(v —v*), dla
(u,v) € Q takiego, ze u > u*, v > v*.
(N3) (optymalnosé w sensie Pareto) Wynik arbitrazowy powinien mieé¢ nastepujace
cechy:

— (indywidualna racjonalnosé) (w,v) > (u*,v*),
— (dopuszczalnosé) (u,v) € Q,

— jezeli (u,v) € Qi (u,v) > (@, D), to (u,v) = (W,7T), to znaczy w
obszarze () nie ma punktu dopuszczalnego lepszego od schematu ar-
bitrazowego.

(N4) (niezalezno$¢ od nieistotnych uwarunkowari zewnetrznych) Jezeli (u,7) €
PcQi (ﬂ,?) = ’Y(Q7U*,'U*), to (ﬂ,ﬁ) - 7(P7 U*av*)



(N5) (niezalezno$¢ od przeksztatcen liniowych) Niech P powstaje z @ poprzez:

{ u = onu+

v = aav + 3o
Jezeli v(Q,u*,v*) = (@, D), to:
V(P oqu” + fr, az20™ + Bo) = (a1T + f1, a2¥ + [2)
(N6) Niech (u,v) € Q < (v,u) € Q, niech u* = v*, niech v(Q, u*,v*) = (4, 7).

Wéwezas:
u=v

Mamy:
TWIERDZENIE 1 Istnieje dokltadnie jedna funkcja vy okreslona dla wszystkich
problemdw przetargu (Q,u*,v*) spetniajgca aksjomaty Nasha.

D ow 6 d: Dowdd znajduje sie w ksiazce G. Owena, Teoria gier, PWN,
Warszawa 1975. O

2.2 Problem przetargu w sensie Harsanyiego

Harsanyi udowodnil nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE 2 Rozwigzanie problemu przetargu (T, 7) € @ polegajgce na maksy-
malizacji iloczynu uv jest réwnowazine rozwigzaniu problemy Nasha.

D o w 6 d: Niech dany bedzie problem przetargu, dla ktérego obszarem do-
puszczalnych wyplat jest @ i niech transakcja wyrdzniona przesunieta bedzie
w (0,0). Przypus$émy, ze gracz 1 chce dokonaé transakcji o wyplatach danych
w postaci uzytecznosci (uy,v1), gracz 2 (ug,vs). Niech beda to punkty rézne i
optymalne w sensie Pareto. Gracz 1 powinien ustapi¢ wtedy i tylko wtedy, gdy:

Uy — Uz V2 — V1

U7 V2
a gracz 2 wtedy i tylko wtedy, gdy:

Uy — Uz U2 — U1

Ui V2
Pierwsza nieréwno$é¢ prowadzi do:
UV 2 UIV]

Ustepujacy gracz nie musi akceptowaé¢ propozycji przeciwnika, lecz podsunaé
transakcje (usz,v3) o iloczynie co najmniej takim, jak przeciwnika. Procedura



ta zwieksza iloczyn sktadowych po kazdym kolejnym przeksztalceniu i dlatego
jest to to samo, co rozwiazanie w sensie Nasha. O

Zajmijmy sie na chwile nieréwnoéciami z dowodu twierdzenia. Zauwazmy,
ze ’“u;lw, % sa to straty relatywne ustepujacych graczy. Gracz, ktorego
strata relaywna jest mniejsza winien ustapi¢. Taki model negocjacji prowadzi
od punktu (u*,v*) do ulepszenia krok po kroku pozycji gracza az do osiagniecia

punktu optymalnego w sensie Pareto.

uzytedgnosé gracza 2

(Ha UO)

uzytecznosé gracza 1

Przyjmijmy, ze na pewnym etapie negocjacji gracze znajduja sie¢ w punkcie
(uo,v0). Dla gracza 1 najbardziej optymalnym punktem jest (@, vg), dla gracza
2 (ug, 7). Arbitrazowy model negocjacji znajduje si¢ w punkcie (u',v'):

, ug+u , vg+ 7T
u = v =

2 7 2

Przechodzac od punktu (ug, vg) gracze dochodza w sposéb nieliniowy do punktu
(u’,v"). Linie laczaca te dwa punkty nazywamy krzywa negocjacji.

3 Aukcje

Co to jest aukcja, wyjasnia¢ chyba nie trzeba. Aby jednak uniknaé nieporozu-
mien wyszczegdlnijmy aukeje statyczne (takie jak w gazetach ), aukcje dynam-
iczne (takie jak na filmach =:) , aukcje pierwszej ceny (kupujacy deklaruja na
wstepie kwote, ktéra zdecydowani sa zaplacié), aukcje angielskie (popularne li-
cytacje w gore), aukcje holenderskie (licytacje w dét tak jak w komisach). Nas
aukcje interesuja z punktu widzenia teorii gier jako szczegdlny przypadek prze-
targu.

Sa to gry n—osobowe w postaci strategicznej, o dosy¢ skomplikowanych zbio-
rach strategii. Jako procedure przyjmuje sie zasade okreslajaca komu i na jakich



warunkach zostaje sprzedany oferowany przedmiot. Wyplaty okresla sie dosy¢
zawile. Kazdy z uczestnikéw charakteryzuje liczba v',...,v"™ méwiaca, jaka
wartos¢ ma dla uczestnika licytowany przedmiot. Liczbe taka nazywamy walu-
acja. Jesli przedmiot aukcji zostaje sprzedany graczowi ¢ za kwote p, to jego
wyplata jest v; — p

3.1 O pewnym modelu aukcji statycznej (aukcja pierwszej
ceny)

Niech bedzie aukcja jednego przedmiotu sprzedanego po najwyzszej cenie wymienionej
w ofertach (aukcja pierwszej ceny). Oferty sktadane sa niezaleznie, kupujacy

nie wiedza nic o cenach oferowanych przez konkurentéw, znane sa numery ofert.
Niech v!,...,v"™ beda waluacjami n graczy. Gracze nie znaja waluacji swoich
konkurentéw, znaja zas swe waluacje. Znany natomiast jest rozkitad praw-
dopodobieristwa dla waluacji. Niech F(-) oznacza dystrybuante dla rozkladu
waluacji, f(-) gesto$é prawdopodobieristwa dla waluacji. Dla kazdego gracza i
optymalna oferta dana jest wzorem:

_ . . 1 v
b =e(v', n,p’, F :vl——/ F(z))" tdz
W) =o'~ s | (F@)
gdzie v* > pY, p° jest najnizsza cena (cena rezerwacji), za ktéra sprzedawca
sktonny jest sprzedaé¢ przedmiot aukcji.
Strategie rownowagi aukcji pierwszej ceny okreslamy nastepujaco:
bt < vt jezeli v > p0
bt = p°, jezeli v¢ < p°
Przez b oznaczamy oferte wygrywajaca, b = max;c(1, .. n} b* jezeli b¥ >

p°. W przeciwnym wypadku obiekt nie zostaje sprzedany.

Optymalna oferta wyrazona jest wedle wzoru:
b’LU = e(vw7n7pO7F) : X{’Uw>p0} +p : X{vw>p0}
gdzie v = max;c(1,...,n} vt zag X1} Jest indykatorem zdarzenia.
Zwyciezca jest gracz o najwyzszej waluacji.

Niech R oznacza spodziewany dochdd sprzedawcy. Dochdd ten jest réwny
b, jesli obiekt zostal sprzedany, lub zero w przeciwnym wypadku. Z punktu
widzenia sprzedawcy R jest losowe, zas jego spodziewany dochdéd wynosi:

+oo v
E(R) = n/ (v(F(v))”1 = / (F(n))"ldx> f(v)dv



Aukcja pierwszej ceny i aukcja holenderska sa strategicznie réwnowazne.

Aukcja drugiej ceny (tj. taka, w ktérej wygrywa gracz skltadajacy najwyzsza
oferte, ale ptaci druga co do wysokosci ceng) jest réwnowazna w sensie wezszym
niz strategiczny aukcji angielskiej. Teoria aukcji drugiej ceny jest obszernym i
skomplikowanym dzialem teorii gier. W 1996 roku William Vickrey otrzymat
Nagrode Nobla z dziedziny ekonomii m. in. za opracowanie teorii aukcji drugiej
ceny.
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