
Pawe l G ladki

Problem przetargu.

1 Problem przertargu

Co to jest przetarg w potocznym znaczeniu wyjaśniać chyba nie trzeba. W
ujȩciu eknomicznym, za przetarg uważamy takie sytuacje, jak negocjacje hand-
lowe miȩdzy państwami, miȩdzy pracodawca̧ a zwia̧zkami zawodowymi, czy też
zwyk ly handel np. na bazarze.

Z naszego punktu widzenia, przetarg można uważać za pewna̧ sytuacjȩ kon-
fliktowa̧, a zatem za grȩ o sumie niezerowej. Strategia w grze tego typu kon-
struowana jest wed lug zasad obowia̧zuja̧cych dla gier o sumie zerowej. Stosuje
siȩ strategie czyste, mieszane i  la̧czne mieszane ustalone przez obydwu graczy.

Przyk lad 1 Sprzedawca chce sprzedać towar o wartości v po cenie nie niższej niż
v. Kupiec ocenia wartość towaru na u i chce go kupić po cenie nie wyższej niż
u. Dla v > u problem nie ma rozwia̧zania, dla v = u mamy jedno rozwia̧zanie,
dla v < u mamy ca ly zbiór korzystnych rozwia̧zań - transakcji za kwotȩ p,
v < p < u o

Uogólniaja̧c powyższy przyk lad, rozważmy nastȩpuja̧ca̧ sytuacjȩ: mamy dwa
podmioty dysponuja̧ce towarem i chca̧ce go wymienić, ale nie dysponuja̧ce
gotówka̧. Wymiana nastȩpuje poprzez wniesienie na rynek wstȩpnej wia̧zki
towarów i zaakceptowaniu jej przez obydwie strony. Zatem przez transakcjȩ
rozumiemy  la̧czny podzia l wia̧zki towarów przyniesionych przez kontrahentów.
Każedj wiȩc transakcji można przyporza̧dkować parȩ użyteczności (u, v) i sko-
jarzyć ja̧ z p laszczyzna̧:
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Q jest zbiorem wszystkich punktów określaja̧cych dopuszczalne transaksje
handlowe. Jest ograniczony, wypuk ly i domkniȩty. Nazywamy go zbiorem
wyp lat dopuszczalnych. Dopuszczalność rozumiemy w ten sposób, że dla dowol-
nej pary (u, v) ∈ Q możliwe jest takie wspó ldzia lanie graczy, aby osia̧gna̧ć
wartości u∗ i v∗ takie, że:

u∗ = max
x∈X

min
y∈Y

m∑
i=1

n∑
j=1

xiϕijyj ,

v∗ = max
x∈X

min
y∈Y

m∑
i=1

n∑
j=1

xiψijyj

gdzie:
- xi oznacza prawdopodobieństwo, z jakim gracz 1 stosuje i−ta̧ strategiȩ czysta̧,
- yj prawdopodobieństwo, z jakim gracz 2 stosuje j−ta̧ strategiȩ czysta̧,
- ϕij , ψij wyp laty dla graczy 1 i 2 przy stosowaniu i−tej oraz j−tej strategii
czystej,
- (u∗, v∗) oznacza transakcjȩ wyróżniona̧.

Gracz 1 zmierza do zawarcia porozumienia, któremu odpowiada użyteczność
f , a gracz 2 zmierza do zawarcia porozumienia, któremu odpowiada użyteczność
e. Aby osia̧gna̧ć kompromis, należy odrzucić transakcje zdominowane.

Mówimy, że punkt (u, v) jest  la̧cznie zdominowany przez (u′, v′) ∈ Q, jeżeli
u′ ≥ u oraz v′ ≥ v. Należy zatem ograniczyć siȩ do punktów niezdominowanych
- na rysunku bȩdzie to  lamana abcd. Zbiory punktów niezdominowanych tworza̧
 la̧czny zbiór maksymalny obszaru Q, zwany zbiorem optymalnym w sensie
Pareto. Gracz 1 da̧ży do osia̧gniȩcia d, gracz 2 do osia̧gniȩcia a, gracze moga̧
sobie zapewnić wyp laty odpowiednio u∗ i v∗ (wartości maksyminowe). Punkty
 la̧cznego zbioru maksymalnego Q, daja̧ce każdemu graczowi co najmniej tyle, ile
może osia̧gna̧ć przy strategii maksyminowej, to obszar negocjacji (u nas ebcf).
Obszar negocjacji jest rozwia̧zaniem kooperatywnym gry.

2 Schematy arbitrażowe

Jesteśmy w sytuacji, gdy gracze targuja̧ siȩ, który punkt z obszaru negoc-
jacji wybrać (punkt na krzywej ebcf). Spór ten powinien rozstrzygna̧ć arbiter
- schemay arbitrażowy (funkcja arbitrażowa) przyporza̧dkowuja̧ca konfliktowi
wyp latȩ dla obydwu graczy. Wyp lata taka to rozwia̧zanie naszej gry (kom-
promisowe lub arbitrażowe). Funkcji arbitrażowych jest nieskończenie wiele,
dlatego też należy ich zbiór maksymalnie zawȩzić stosuja̧c odpowienie kryteria.
Dlatego należy kierować siȩ nastȩpuja̧cymi warunkami:

• rozwia̧zanie arbitrażowe powinno byś elementem obszaru negocjacji gry,
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• rozwia̧zanie arbitrażowe nie powinno zależeć od konkretnych jednostek
użyteczności,

• schemat arbitrażowy nie powinien zależeć od nieistotnych uwarunkowań
zewnȩtrznych,

• dwie gry bliskie w sensie strategicznym powinny mieć bliskie rozwia̧zania
arbitrażowe.

2.1 Rozwia̧zanie problemu przetargu w sensie Nasha

Staramy siȩ znaleźć funkcjȩ γ, która oznacza schemat arbitrażowy, określonej na
Q, która by laby rozwia̧zaniem przetargu (u, v). Znamy przy tym wartości min-
imakskowe (u∗, v∗) oraz zbiór Q. Każdej trójce (Q, u∗, v∗) funkcja γ przypisuje
rozwia̧zanie takie, że:

γ(Q, u∗, v∗) = (u, v)

Funkcja taka powinna spe lniać nastȩpuja̧ce aksjomaty, zwane aksjomatami Nasha:

Aksjomaty Nasha

(N1) Dokonujemy transformacji Q̃ - zmieniamy punkt zerowy użyteczności dla
obu graczy tak, aby (u∗, v∗) przeszed l na (0, 0),

(N2) W obszarze Q̃ znajdujemy punkt (u, v), tak, że u · v jest najwiȩkszym z
możliwych iloczynów uv, przy czym (u, v) ∈ Q. Dok ladniej:

– (u, v) ∈ Q̃, u > 0, v > 0,

– u · v ≥ uv dla każdej pary punktów (u, v) ∈ Q̃, u ≥ 0, v ≥ 0. Punkt
(u, v) jest rozwia̧zaniem w sensie Nasha gry przetargu γ(Q̃, 0, 0).
Rozwia̧zanie dla γ(Q, u∗, v∗) otrzymujemy przez odwrócenie przek-
szta lcenia w ten sposób, aby (u− u∗)(v− v∗) ≥ (u− u∗)(v− v∗), dla
(u, v) ∈ Q takiego, że u ≥ u∗, v ≥ v∗.

(N3) (optymalność w sensie Pareto) Wynik arbitrażowy powinien mieć nastȩpuja̧ce
cechy:

– (indywidualna racjonalność) (u, v) ≥ (u∗, v∗),

– (dopuszczalność) (u, v) ∈ Q,

– jeżeli (u, v) ∈ Q i (u, v) ≥ (u, v), to (u, v) = (u, v), to znaczy w
obszarze Q nie ma punktu dopuszczalnego lepszego od schematu ar-
bitrażowego.

(N4) (niezależność od nieistotnych uwarunkowań zewnȩtrznych) Jeżeli (u, v) ∈
P ⊂ Q i (u, v) = γ(Q, u∗, v∗), to (u, v) = γ(P, u∗, v∗)
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(N5) (niezależność od przekszta lceń liniowych) Niech P powstaje z Q poprzez:{
u′ = α1u+ β1
v′ = α2v + β2

Jeżeli γ(Q, u∗, v∗) = (u, v), to:

γ(P, α1u
∗ + β1, α2v

∗ + β2) = (α1u+ β1, α2v + β2)

(N6) Niech (u, v) ∈ Q ⇔ (v, u) ∈ Q, niech u∗ = v∗, niech γ(Q, u∗, v∗) = (u, v).
Wówczas:

u = v

Mamy:

Twierdzenie 1 Istnieje dok ladnie jedna funkcja γ określona dla wszystkich
problemów przetargu (Q, u∗, v∗) spe lniaja̧ca aksjomaty Nasha.

D o w ó d : Dowód znajduje siȩ w ksia̧żce G. Owena, Teoria gier, PWN,
Warszawa 1975. o

2.2 Problem przetargu w sensie Harsányiego

Harsányi udowodni l nastȩpuja̧ce twierdzenie:

Twierdzenie 2 Rozwia̧zanie problemu przetargu (u, v) ∈ Q polegaja̧ce na maksy-
malizacji iloczynu uv jest równoważne rozwia̧zaniu problemy Nasha.

D o w ó d : Niech dany bȩdzie problem przetargu, dla którego obszarem do-
puszczalnych wyp lat jest Q i niech transakcja wyróżniona przesuniȩta bȩdzie
w (0, 0). Przypuśćmy, że gracz 1 chce dokonać transakcji o wyp latach danych
w postaci użyteczności (u1, v1), gracz 2 (u2, v2). Niech bȩda̧ to punkty różne i
optymalne w sensie Pareto. Gracz 1 powinien usta̧pić wtedy i tylko wtedy, gdy:

u1 − u2

u1
≤ v2 − v1

v2

a gracz 2 wtedy i tylko wtedy, gdy:

u1 − u2

u1
≥ v2 − v1

v2

Pierwsza nierówność prowadzi do:

u2v2 ≥ u1v1

Ustȩpuja̧cy gracz nie musi akceptować propozycji przeciwnika, lecz podsuna̧ć
transakcjȩ (u3, v3) o iloczynie co najmniej takim, jak przeciwnika. Procedura
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ta zwiȩksza iloczyn sk ladowych po każdym kolejnym przekszta lceniu i dlatego
jest to to samo, co rozwia̧zanie w sensie Nasha. o

Zajmijmy siȩ na chwilȩ nierównościami z dowodu twierdzenia. Zauważmy,
że u1−u2

u1
, v2−v1

v2
sa̧ to straty relatywne ustȩpuja̧cych graczy. Gracz, którego

strata relaywna jest mniejsza winien usta̧pić. Taki model negocjacji prowadzi
od punktu (u∗, v∗) do ulepszenia krok po kroku pozycji gracza aż do osia̧gniȩcia
punktu optymalnego w sensie Pareto.

-
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Przyjmijmy, że na pewnym etapie negocjacji gracze znajduja̧ siȩ w punkcie
(u0, v0). Dla gracza 1 najbardziej optymalnym punktem jest (u, v0), dla gracza
2 (u0, v). Arbitrażowy model negocjacji znajduje siȩ w punkcie (u′, v′):

u′ =
u0 + u

2
, v′ =

v0 + v

2

Przechodza̧c od punktu (u0, v0) gracze dochodza̧ w sposób nieliniowy do punktu
(u′, v′). Liniȩ  la̧cza̧ca̧ te dwa punkty nazywamy krzywa̧ negocjacji.

3 Aukcje

Co to jest aukcja, wyjaśniać chyba nie trzeba. Aby jednak unikna̧ć nieporozu-
mień wyszczególnijmy aukcje statyczne (takie jak w gazetach ), aukcje dynam-
iczne (takie jak na filmach =:) , aukcje pierwszej ceny (kupuja̧cy deklaruja̧ na
wstȩpie kwotȩ, która̧ zdecydowani sa̧ zap lacić), aukcje angielskie (popularne li-
cytacje w górȩ), aukcje holenderskie (licytacje w dó l tak jak w komisach). Nas
aukcje interesuja̧ z punktu widzenia teorii gier jako szczególny przypadek prze-
targu.

Sa̧ to gry n−osobowe w postaci strategicznej, o dosyć skomplikowanych zbio-
rach strategii. Jako procedurȩ przyjmuje siȩ zasadȩ określaja̧ca̧ komu i na jakich
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warunkach zostaje sprzedany oferowany przedmiot. Wyp laty określa siȩ dosyć
zawile. Każdy z uczestników charakteryzuje liczba v1, . . . , vn mówia̧ca, jaka̧
wartość ma dla uczestnika licytowany przedmiot. Liczbȩ taka̧ nazywamy walu-
acja̧. Jeśli przedmiot aukcji zostaje sprzedany graczowi i za kwotȩ p, to jego
wyp lata̧ jest vi − p

3.1 O pewnym modelu aukcji statycznej (aukcja pierwszej
ceny)

Niech bȩdzie aukcja jednego przedmiotu sprzedanego po najwyższej cenie wymienionej
w ofertach (aukcja pierwszej ceny). Oferty sk ladane sa̧ niezależnie, kupuja̧cy
nie wiedza̧ nic o cenach oferowanych przez konkurentów, znane sa̧ numery ofert.
Niech v1, . . . , vn bȩda̧ waluacjami n graczy. Gracze nie znaja̧ waluacji swoich
konkurentów, znaja̧ zaś swe waluacje. Znany natomiast jest rozk lad praw-
dopodobieństwa dla waluacji. Niech F (·) oznacza dystrybuantȩ dla rozk ladu
waluacji, f(·) gȩstość prawdopodobieństwa dla waluacji. Dla każdego gracza i
optymalna oferta dana jest wzorem:

bi = e(vi, n, p0, F ) = vi − 1
(F (vi))n−1

∫ vi

p0
(F (x))n−1dx

gdzie vi ≥ p0, p0 jest najniższa̧ cena̧ (cena̧ rezerwacji), za która̧ sprzedawca
sk lonny jest sprzedać przedmiot aukcji.

Strategiȩ równowagi aukcji pierwszej ceny określamy nastȩpuja̧co:{
bi ≤ vi, jeżeli vi ≥ p0

bi = p0, jeżeli vi < p0

Przez bw oznaczamy ofertȩ wygrywaja̧ca̧, bw = maxi∈{1,...,n} bi jeżeli bw ≥
p0. W przeciwnym wypadku obiekt nie zostaje sprzedany.

Optymalna oferta wyrażona jest wedle wzoru:

bw = e(vw, n, p0, F ) · χ{vw>p0} + p · χ{vw>p0}

gdzie vw = maxi∈{1,...,n} vi, zaś χ{·} jest indykatorem zdarzenia.

Zwyciȩzca̧ jest gracz o najwyższej waluacji.

Niech R oznacza spodziewany dochód sprzedawcy. Dochód ten jest równy
bw, jeśli obiekt zosta l sprzedany, lub zero w przeciwnym wypadku. Z punktu
widzenia sprzedawcy R jest losowe, zaś jego spodziewany dochód wynosi:

E(R) = n

∫ +∞

p0

(
v(F (v))n−1 =

∫ vi

p0
(F (n))n−1dx

)
f(v)dv
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Aukcja pierwszej ceny i aukcja holenderska sa̧ strategicznie równoważne.

Aukcja drugiej ceny (tj. taka, w której wygrywa gracz sk ladaja̧cy najwyższa̧
ofertȩ, ale p laci druga̧ co do wysokości cenȩ) jest równoważna w sensie wȩższym
niż strategiczny aukcji angielskiej. Teoria aukcji drugiej ceny jest obszernym i
skomplikowanym dzia lem teorii gier. W 1996 roku William Vickrey otrzyma l
Nagrodȩ Nobla z dziedziny ekonomii m. in. za opracowanie teorii aukcji drugiej
ceny.
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